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Рассмотрена задача о построении равномерных асимптотик дальних полей внутренних гра-
витационных волн от движущегося источника возмущений в потоке вращающейся страти-
фицированной среды конечной глубины. Полученные решения описывают волновые возму-
щения как внутри, так и вне волновых фронтов и выражаются через функцию Эйри и ее про-
изводные. Приведены результаты численных расчетов волновых картин возбуждаемых
волновых полей.
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Важным механизмом возбуждения полей внутренних гравитационных волн в океане, атмо-
сфере Земли, искусственных стратифицированных средах является их генерация различными
источниками возмущений: природного (движущийся тайфун, обтекание неровностей рельефа
дна океана, подветренные горы) и антропогенного (морские технологические конструкции,
схлопывание области турбулентного перемешивания, подводные взрывы) характеров [1–5]. Од-
ним из основных факторов, определяющих характеристики возбуждаемых волновых полей, яв-
ляется вращение среды как целого [1–8]. Существующие подходы к описанию волновой карти-
ны основаны на представлении волновых полей интегралами Фурье и на анализе их асимптоти-
ки методом стационарной фазы или на геометрическом построении огибающих волновых
фронтов в рамках кинематической теории диспергирующих волн [1, 2, 6, 7]. Такие волновые
картины полей могут наблюдаться при дистанционном зондировании, наблюдении и измерени-
ях внутренних гравитационных волн, возбуждаемых различными источниками возмущений в
природных (океан, атмосфера Земли) и искусственных вращающихся стратифицированных сре-
дах [1, 2, 5, 6, 8].

Как правило, на основе кинематической теории удается сформулировать аналитическое
представление только для фазовых поверхностей (линий) [8]. Цель настоящей работы – постро-
ение асимптотических решений, описывающих амплитудно-фазовые характеристики дальних
полей внутренних гравитационных волн, возбуждаемых движущимся источником возмущений
в стратифицированной вращающейся в целом среде конечной толщины.

1. Постановка задачи и интегральные формы решений. Рассмотрим задачу о дальних полях
внутренних гравитационных волн, возникающих при обтекании точечного источника возмуще-
ний мощности , вращающейся в целом с частотой  стратифицированной средой толщины .
Источник движется со скоростью  в горизонтальном направлении вдоль оси , ось  направле-
на вверх от поверхности, глубина залегания источника – ; исследуется установившийся режим
волновых колебаний. В линейной постановке и с учетом приближения Буссинеска имеем следу-
ющее уравнение, например, для вертикального смещения изопикн  (линий равной плот-
ности) [1–4]
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(1.1)

где  – частота Брента–Вяйсяля, которая далее предполагается постоянной,

 – невозмущенная плотность,  – дельта-функция Дирака,  – удвоенная частота
вращения стратифицированной среды.

Функция  связана с вертикальной компонентой скорости  соотношением

 [3, 4]. В качестве граничных условий используется условие “твердой

крышки”

при (1.2)

В безразмерных координатах     уравнение (1.1)
и граничные условия (1.2) перепишутся следующим образом (индекс “ ” далее опускается):

(1.3)

где  – максимальное значение групповой скорости внутренних гравитационных волн
в слое стратифицированной среды толщины  [3, 4], , .

Решение (1.3) ищется в форме интеграла Фурье

(1.4)

Подставив (1.4) в (1.3), для определения функции  имеем следующую краевую задачу
( ):

(1.5)

Решение задачи (1.5) можно представить в виде суммы вертикальных (нормальных) мод:

 , т.е. в виде ряда по собственным функциям од-

нородной краевой задачи (1.5), где   .
В результате решение задачи (1.3) имеет вид

(1.6)

Приравнивая к нулю знаменатель в (1.6), получим дисперсионное соотношение, связываю-
щее горизонтальную  и вертикальную  компоненты волнового вектора 

(1.7)
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Разрешая биквадратное уравнение (1.7) относительно , получим два действительных корня
(дисперсионные кривые)

 (1.8)

и два мнимых корня

(1.9)

где .
В слагаемых (1.6) контур интегрирования по  смещен в верхнюю полуплоскость комплекс-

ной переменной . Этим удовлетворяется условие излучения – отсутствие распространения
волн вверх по потоку [3, 4]. Замыкая контур интегрирования по  в верхнюю полуплоскость при

 и в нижнюю при  и учитывая вычеты при  (1.8) и при  (1.9), полу-
чим

,

2. Построение асимптотик решений. Далее для определенности рассмотрим первую волновую
моду  (опуская ее индекс) и случай , так как в случае  дисперсионные кривые

 без учета и с учетом вращения стратифицированной среды принципиально не различаются.

Оценим сначала интеграл . Поскольку  при всех , то  экспоненциально мал при
больших значениях , поэтому поведение дальних полей при  определяется интегралами

 и , которые равны между собой, так как  – четная функция.

Оценим асимптотики интеграла . В силу симметрии волновой картины относительно оси
 считаем для определенности . Введем , , . Тогда

стационарные точки функции  определяются из уравнения

, или (2.1)

Тогда, добавляя к (2.1) выражение для фазы , можно получить параметрическое семейство
линий равной фазы (с параметром )

При фиксированном значении  имеем конкретную линию равной фазы. На фиг. 1 изобра-
жена дисперсионная кривая  при  для случая  (1),  (2),  (3). Все
дисперсионные кривые имеют горизонтальную асимптоту . Угол полураствора волново-
го клина  рассчитывается по формуле , где  – корень уравнения .
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На фиг. 2 изображена зависимость , при этом . На фигурах 3 и 4
представлены линии равной фазы при  для случаев  и  соответственно (ли-
нии 1). При каждом значении  решение уравнения (2.1) дает две стационарные точки: ,

, при этом . Продольным линиям равной фазы отвечают стационарные точки
, а поперечным – . На волновом фронте (см. фиг. 3 и 4, линия 2) стационарные

точки сливаются, при этом фронт описывается уравнением . Расстояния между про-
дольными волнами вдоль оси  составляют , а между поперечными – . С уменьше-
нием частоты вращения стратифицированной среды  расстояние между поперечными волнами
увеличивается, и в пределе  поперечные волны отсутствуют, а расстояние между продоль-
ными волнами остается неизменным [4, 9]. При малых  расстояние между поперечными волна-

ми можно рассчитать, используя приближенную формулу  и, например, при 
относительная ошибка не превышает 2%. При больших положительных  неравномерная
асимптотика интеграла  вычисляется с помощью метода стационарной фазы [3, 4, 9]

(2.2)

Неравномерная асимптотика (2.2) неприменима в окрестности волнового фронта, где стаци-
онарные точки сливаются, и . Равномерная асимптотика интеграла , применимая
как на фронте, так и внутри и вне волнового клина, имеет вид [3, 4, 9]
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(2.3)

где  – функция Эйри.

Равномерная асимптотика (2.3), выражающаяся через функцию Эйри и ее производную, ре-
гулярна в окрестности волнового фронта, где  и  стремятся к нулю. Равномерная асимпто-
тика (2.3) совпадает с неравномерной асимптотикой (2.2), в чем можно убедиться, подставив в
выражение (2.3) вместо функции Эйри и ее производной их асимптотики при больших положи-
тельных значениях аргумента
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Каждое слагаемое в (2.3) состоит из быстроосциллирующего (тригонометрического) множи-
теля и медленно меняющейся амплитуды (функция Эйри и ее производная). На фигурах 5 и 6
приведены результаты расчетов трехмерной картины поля возвышения внутренних гравитаци-
онных волн, рассчитанные по (2.3) для  и 0.11 соответственно. Видно, что учет вращения
стратифицированной среды как целого приводит к заметному усложнению как амплитудных,
так и фазовых характеристик генерируемых дальних волновых полей, а именно к появлению
не только продольных, но и поперечных волновых пакетов, отсутствующих в средах без враще-
ния [3, 4].

Заключение. Построенные в работе равномерные асимптотические решения позволяют опи-
сать амплитудно-фазовые характеристики дальних полей внутренних гравитационных волн от
локализованного источника возмущений, движущегося в потоке вращающейся в целом страти-
фицированной среды конечной толщины как вне, так и внутри соответствующих волновых
фронтов.

Полученные асимптотики дальних полей дают возможность не только эффективно рассчиты-
вать основные характеристики волновых полей, но и проводить качественный анализ получае-
мых решений.

Работа выполнена при частичной поддержке Российского фонда фундаментальных исследо-
ваний (проект № 14-01-00466).
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