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На распространение внутренних гравитацион�
ных волн в океане существенное влияние оказы�
вают как неоднородности гидрофизических по�
лей (в частности, поле плотности), так и измене�
ние рельефа дна. При этом точные аналитические
решения волновых задач получаются только в
случае, если распределение плотности воды и
форма дна описываются достаточно простыми
модельными функциями. Когда характеристики
среды и границы произвольны, можно построить
только численные решения таких задач. Однако
последнее не позволяет качественно анализиро�
вать характеристики волновых полей, особенно
на больших расстояниях, что необходимо для ре�
шения, например, проблемы обнаружения внут�
ренних волн дистанционными методами, в том
числе с помощью средств аэрокосмической ра�
диолокации. В этом случае описание и анализ
волновой динамики можно осуществить на осно�
ве асимптотических моделей и аналитических ме�
тодов их решения с помощью модифицированно�
го метода геометрической оптики.

Рассматривается задача о дальних полях внут�
ренних гравитационных волн, распространяю�
щихся в стратифицированной среде конечной
глубины с изменяющимся рельефом. В линейном
приближении система уравнений, описывающих

малые колебания первоначально покоящейся
стратифицированной среды (ось z направлена
вертикально вниз), имеет вид [1–3]:

(1)

где   – возмущения вектора скоро�
сти, давления, плотности;  – плотность среды
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ускорение силы тяжести. В приближении Бусси�
неска рассматривается слой стратифицированной

среды с параметром  =  = const,
сверху ( ) ограниченный “твердой крышкой”
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 – скорость длинных поверхностных волн,
a  – максимальная групповая скорость
внутренних волн. В реальном океане c ∼ 100 м/с,
cmax ∼ 1 м/с [1–3]. Предположим, что функция
H(y) – гладкая, плавноменяющаяся функция,
имеющая не более одного минимума. Плавность
изменения H(y) означает, что отношение гори�
зонтального масштаба L изменения H(y) и верти�
кального масштаба M характеризуется величиной

 что фактически означает малый на�
клон дна. В этих же условиях неоднородность ре�
льефа дна можно смоделировать одним возвыше�
нием, т.е. функцию H(y) представить с одним
максимумом. Эти приближения (постоянная
стратификация N ≈ 10–2–10–3 c–1, рельеф дна с
уклоном не более 10°) могут быть наблюдаемы в
определенных районах Мирового океана [4, 5].

Решение (1) для вертикальной скорости ищет�
ся в виде:  где ω – часто�
та, l – горизонтальное волновое число. Решения
более общего вида в силу линейности задачи по�
лучаются суперпозицией полученных асимптоти�
ческих представлений [1, 6, 7]. В безразмерных

переменных    lR =

= lM,    =  (индекс “R” да�
лее опускается) имеем 

(2)

 

Если профиль дна линейный (
 – наклон дна), задача (2) в нулевом при�

ближении (т.е. граничное условие на дне прини�
мает вид W = 0 при z = –h(y)) имеет аналитиче�
ское решение [8]:

где   Kη – функция Макдо�

нальда мнимого индекса η.
Для нелинейного профиля дна, решение (2)

ищется в типичном для метода геометрической
оптики виде [6, 7]:
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где функции F0, F1 определяются из соотношений 

 (3)

Решение первого уравнения из (3) дает модо�
вую структуру волны с дисперсионным соотно�

шением:  =  n = 1, 2, … и собствен�

ными функциями в нулевом приближении (вер�
тикальные моды):

Тогда эйконал  определяется из соотно�
шения: 

 

Амплитуда  находится из условия разре�
шимости второго уравнения из (3), которое требует
ортогональности правой части этого уравнения и
функции 

где постоянная B0n зависит от ω и начального зна�
чения эйконала в какой�либо точке y0, 
Эйконал  определяется выражением: 

 

где y* – точка поворота, т.е. корень уравнения

 
Геометрическое место точек поворота опреде�

ляет каустику, в окрестности которой происходит
качественное изменение свойств волновых по�
лей, а именно, переход из области “света”, т.е. об�
ласти существования волновых полей, в область
“тени”, где эти поля экспоненциально малы. Как
известно, каустика с геометрической точки зре�
ния есть огибающая семейства лучей, или характе�
ристик, вдоль которых строится асимптотическое
решение. Асимптотики волнового поля вблизи ка�
устики описывают качественное изменение
свойств исследуемых волновых полей. Формаль�
ные приближения геометрической оптики, а так�
же их модификации становятся неприменимыми
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вблизи каустических поверхностей. Для того что�
бы найти волновое поле вблизи каустики, необ�
ходимо строить специальные разложения реше�
ний, и, например, использовать метод эталонных
интегралов для построения равномерных асимп�
тотик интегрального представления волнового
поля. Помимо большого физического интереса
эти асимптотические построения могут представ�
лять значительную ценность для приложений,
поскольку метод геометрической оптики, моди�
фицированный с учетом поля на каустике, позво�
ляет описать волновые поля в весьма широком
классе задач [1, 6].

Тогда решение в приближении геометриче�
ской оптики для отдельной волновой моды даль�
него поля внутренних гравитационных волн до
точки поворота, т.е. в волновой зоне, имеет вид: 

(4)

За точкой поворота (в зоне экспоненциально�
го затухания) это решение представимо в виде:

(5)

Равномерная асимптотика решения, приме�
нимая в окрестности точки поворота, представля�
ется выражением:
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где  – функция Эйри. Полученные решения
(6) при больших значениях аргумента функции
Эйри  (вдали от каустики) совпадают с
решениями (4), (5) соответственно. Таким обра�
зом, построенные решения (6) в наиболее общем
виде описывают дальнее поле внутренних грави�
тационных волн в стратифицированной среде пе�
ременной глубины.

На рис. 1–4 приведены результаты расчетов
вертикальной скорости для двух типичных про�
филей дна океана, отличных от линейного [4, 5].
На рис. 1, 2 представлены результаты расчетов
линии уровня первой  и второй 
волновых мод соответственно для модели мед�
ленно понижающегося профиля дна для значе�
ния  В этом случае  и для любого
ω при заданном волновом числе l существует точ�
ка поворота y*, и присутствуют только захвачен�
ные волны. На рис. 3, 4 приведены результаты
расчетов линии уровня второй моды  для
профиля дна в виде гладкого возвышения. В этом
случае   Тогда существует ча�

стота отсечки   =  та�

кая, что волн с частотой ω < ω0 не существует. При
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спектр, где каждой частоте ωn отвечает захвачен�
ная волна. Частоты ω, принадлежащие дискрет�
ным наборам, находятся методом “стрельбы” при

численном решении уравнений 
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Рис. 1. Первая мода вертикальной скорости над понижающимся профилем дна.
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для фиксированного z, n – номер моды [1]. Ре�
зультаты расчетов захваченных волн второй вол�

новой моды  изображены на рис. 3 для

значений ω0
 = = 0.238,  ω = 0.312. При

 точек поворота нет, спектр по ω непре�

рывен и присутствуют прогрессивные волны, ре�

2( , )W z y

0.384,*ω =

1*ω < ω <

зультаты расчетов второй волновой моды 
представлены на рис. 4 для значений ω = 0.4.

Таким образом, показано, что в зависимости
от формы дна и структуры стратификации мор�
ской среды могут проявляться различные особен�
ности в параметрах дальних полей внутренних
волн. Выявлен эффект пространственно�частот�

2( , )W z y
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0
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Рис. 2. Вторая мода вертикальной скорости над понижающимся профилем дна.
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Рис. 3. Вторая мода вертикальной скорости над одиночным возвышением (захваченные волны). 
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ного “запирания” волнового поля для реального
океанического шельфа. В зависимости от частот�
ных характеристик волнового поля и геометрии
рельефа дна дальние поля внутренних волн или
локализуются в некоторой ограниченной про�
странственной области (захваченные волны), или
распространяются при отсутствии точек поворота
на достаточно большие по сравнению с глубиной
моря расстояния (прогрессивные волны). Про�
странственная область, куда проникают прогрес�
сивные волны, полностью определяется наличием
точек поворота, местоположения которых зависят
от стратификации среды и неоднородностей релье�
фа дна.

Построенные асимптотические решения явля�
ются равномерными и позволяют описывать
дальние поля внутренних волн как вблизи, так и
вдали от точек поворота. Универсальный харак�
тер предложенного асимптотического метода мо�
делирования дальних полей внутренних волн
позволяет эффективно рассчитывать волновые
поля и, кроме того, качественно анализировать
полученные решения. Тем самым открываются
широкие возможности анализа волновых картин
в целом, что важно и для правильной постановки
математических моделей волновой динамики, и
для проведения зкспресс�оценок при натурных
измерениях волновых полей в морской среде, в
том числе когда стратификация океана плохо из�
вестна. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ
(проекты №№ 11�01�00335, 13�05�00151, 13�05�
00171).
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Far Fields of Internal Gravity Waves in a Stratified Liquid 
of Varying Depth
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Abstract—Asymptotic representations of solutions describing the far fields of internal gravity waves in a strat�
ified medium of varying depth are constructed. The effect of space�frequency cutoff of the wave field for a real
oceanic shelf is revealed. Depending on frequency characteristics of the wave field and bottom topography,
far fields of internal waves either are located in a certain confined space domain (trapped waves) or propagate
in the absence of turning points over sufficiently large distances when compared with the sea depth (progres�
sive waves). The space domain where the progressive waves penetrate is fully determined by the presence of
turning points whose locations depend on the medium stratification and inhomogeneities of bottom topog�
raphy.

Keywords: internal gravity waves, stratified media, method of geometrical optics.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (ISO Coated v2 300% \050ECI\051)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Perceptual
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /sRGB
  /DoThumbnails true
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 149
  /ColorImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 149
  /GrayImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 599
  /MonoImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 600
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /DEU <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice


