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Рассмотрены задачи моделирования волновой динамики стратифици-
рованных сред с учетом их нелинейности, сжимаемости, вязкости и 
вращения Земли. Получены оценки границ применимости линейной 
теории, описывающей волновую динамику стратифицированных сред. 
Показано, что в диапазоне длин волн, характерном для реального океа-
на, при исследовании динамики дальних полей внутренних гравитаци-
онных волн можно пользоваться линейным приближением.  

 
Ключевые слова: внутренние гравитационные волны, стратифициро-
ванная среда, дальние поля, нелинейность, вязкость, сжимаемость, 
вращение Земли.  
 
Введение. Внутренние гравитационные волны, являющиеся 

частными случаями волновых движений неоднородных сред, иссле-
дуют с помощью универсальных математических методов, имеющих 
очевидные аналогии с волнами иной физической природы [1–4]. Та-
кой подход позволяет получить формальный ответ, но не гарантирует 
адекватности решения актуальных фундаментальных и прикладных 
задач исследования волновой динамики природных стратифициро-
ванных сред (океан, атмосфера) [5]. Специфические соотношения 
пространственно-временных масштабов, например в океане, и свя-
занные с этим трудности определяют необходимость исследования 
вопроса о границах применимости линейной теории динамики внут-
ренних гравитационных волн. Очевидно, что возбуждение и распро-
странение внутренних гравитационных волн в реальных условиях — 
существенно нелинейные явления. Кроме того, значительную роль в 
реальных условиях играют эффекты сжимаемости и вязкости, а также 
вращение Земли. Однако при некоторых разумных предположениях 
основные уравнения внутренних волн можно линеаризовать. Как 
правило, линейные приближения используют для исследования вол-
новой динамики дальних внутренних гравитационных волн в страти-
фицированных средах. В связи с этим представляет интерес оценка 
адекватности сделанных предположений для реальных простран-
ственно-временных геофизических масштабов [6–8]. 
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Постановка задачи. Система уравнений гидродинамики с уче-
том нелинейности, вязкости, сжимаемости среды и вращения Земли в 
адиабатическом приближении для уравнения состояния имеет вид  
[1, 3–5]  

 1
2 3 1 div ;x

dU p
f U U F

dt x x

           
U    

 2
1 3 2 div ;y

dU p
f U U F

dt y y

  
         

U     

  3 div ;z
dW p

g W F
dt x z

            
U  (1) 

 
2

1
;

dp d

c dt dt


  

 div ,M
t

 
 


U  

причем 

1 2 .
d

U U W
dt t x y z

   
   
   

 

Здесь ,p   — давление и плотность соответственно;  f — параметр 
Кориолиса, 2 sin ;f      — частота вращения Земли,     

5 17,27 10 с ;      — географическая широта;    — коэффициент 

вязкости, 2 210 см /с;   
2

3 2
;

z


   


 

2 2

2 2
;

x y

 
  

 
 U  — вектор 

скорости, 1 2( , , );U U WU  , ,x y zF F F  — плотности действующих на 

жидкость объемных сил; g  — ускорение свободного падения; с  — 

скорость звука в океане, 5 21,5 10 см / с ;c   M  — плотность источни-
ков массы [6–8]. 

Далее будем рассматривать или безграничную по вертикали сре-
ду (ось z направлена вертикально вверх), или слой, ограниченный 
дном z H   и свободной поверхностью ( , , ).z x y t  При наличии 
вязкости на дне необходимо задать условие прилипания: 

1 2 0U U W    при ( , ),z H y z   которое формировало бы соответ-
ствующий пограничный слой. Однако для внутренних гравитацион-
ных волн в океане характерны малые значения скоростей частиц  
(около 10 см/с  и ниже) и соответственно малые значения градиентов 

скорости [9–11]. Ввиду этого на дне  ( , )z H x y   имеет место 

условие непротекания  
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 1 2 0.
H H

W U U
x y

 
  

 
  (2) 

Для горизонтального дна ( const, )H z H    это условие упро-
щается:  

  0.W    (3) 

На свободной поверхности океана ( ( , , ))z x y z   задают два гра-
ничных условия: кинематическое и динамическое. Согласно кинема-
тическому условию, у частиц жидкости на поверхности океана нор-
мальная к поверхности компонента скорости должна совпадать со 
скоростью смещения поверхности:  

  1 2 ( ).
d

W U U z
t x y dt

  
    
  
       (4) 

Согласно динамическому условию, давление на поверхности  
океана должно совпадать с атмосферным, которое далее полагаем 
равным нулю:  

  , , ( , , ) 0.p x y x y t    (5) 

Систему уравнений (1) и граничные условия (2)–(5) линеаризуем 
относительно состояния покоя: 

 1 2 0 0 0

0

0; ( ); ( ) ( ) .
z

U U W z p p z g z dz           

 Для этого положим 0 0 1 1, ; ,p p p U U         *
2 2,U U  

W W   и запишем уравнения для 1 2, , , ,p U U W      (индекс «*» 
далее опускаем): 

  

1
0

2
0

0

1 2
0

0

;

;

;

;

.

x x x

y y y

z z z

U p
Q F S

t x

U p
Q F S

t y

W p
g Q F S

t z

U U W
R M

x y t

W T
t z





 



 

 
   

 
 

   
 

 
    

 

   
         

 
 

 

 (6) 
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Здесь правые части уравнений , , , ,x y zQ Q Q R T  содержат члены, 

обусловленные соответственно вращением Земли, а также вязкостью, 
сжимаемостью и нелинейностью среды: 

1 1 1 1
0 1 2 2 3 1( ) ;

xQ

U U U U D
U U W f U U

t x y t x



                        
   

 

 

2 2 2 2
0 1 2 1 3 2( ) ;

yQ

U U U U D
U U W f U U

t x y t y



       
                   

   
 

 
0 1 2 3( ) ;

zQ

W W W W D
U U W W

t x y z z
   



                       

  

 1 22

1
;

p p p p
R U U W D

c t x y z
    

          
 

 1 2 1 22

1
,

p p p p
T U U W U U W

x y z c t x y z

       
               

  
 

где 1 2 .
U U W

D
x y z

  
  

  
 

Внутренние гравитационные волны имеют на поверхности 
( 0)z   весьма малые возмущения ,  поэтому, линеаризуя на ней гра-
ничные условия, имеем 

 / ;W t    0( , ,0, ) ( , , ) (0).p x y t x y t g   

Отсюда можно получить 

 0(0) 0.
p

Wg
t


 


   (7) 

Исключая из системы уравнений (6) переменные 1 2, ,U U   и р, 
находим для вертикальной компоненты W скорости обычное уравне-
ние внутренних гравитационных волн с некоторой ненулевой правой 
частью [1, 6–8]: 
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2

2
32

( ) ,W N z W Z
t


   


  (8) 

где )(2 zN  — частота Брента—Вяйсяля, а 

 
2 3 2

2
0 0 0

( ) 1
.yx zSN z W S S g

Z T
g z t z t x y t t  

      
               

 

Граничное условие на дне ( )z H  сохраняет вид (2) или (3). 

Применяя к выражению (7) оператор   и выражая tp  через ,W  по-
лучаем условие при 0:z   

  
23 2 2

2 2
0

1
.yx SW S

g W
z t t t x t y

    
            

  (9) 

В уравнении (8) и граничном условии (9) правые части — это 
сумма слагаемых, зависящих от сторонних источников (массовых сил 
F  и плотности источников массы ),M  и малых поправок, учитыва-
ющих вязкость, сжимаемость и вращение среды, а также поправок, 
обусловленных использованием приближения Буссинеска и имею-
щих порядок 2 / 1.N g    

Учет нелинейности. Оценим  границы применимости линейного 
приближения. Уравнение (8) удобно для дальнейшей оценки методом 
возмущений влияния этих поправок. Распространение внутренних гра-
витационных волн при наличии малых добавок, обусловленных, напри-
мер, наличием нелинейных слагаемых, описывается уравнением  

  
2

2
32

( ) ( ),W N z W P W
t


   


  (10) 

где   — малый параметр, являющийся отношением скорости части-
цы к фазовой скорости внутренних гравитационных волн, а ( )P W  
содержат только слагаемые, учитывающие нелинейность исходной 
системы уравнений гидродинамики.   

Исследуем вопрос о том, как влияет поправка P  на распростра-
нение одной отдельной волновой моды внутренних гравитационных 
волн. С целью упрощения выкладок рассмотрим плоский случай, т. е. 

2 0.U   Обозначим 1 .U U  Тогда задачу сформируем следующим 
образом. Пусть поправка P  «включается» при 0:t   

  
2 2 2 2

2
2 2 2 2

( ) ( ) ( ),
W W W

N z t P W
t z x x

    
       

  (11) 
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причем ( ) 0t   при 0t   и ( ) 1t   при 0,t   а ( )P W  определяется 
выражением 

 

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

U U W W
P W U

x t z x z x

U W U W

t z t x z t x t

 

        
                

      
              

 

 
2

2
.g U W

x x z

         
 

Здесь   — возмущение плотности, нормированное на некоторое ти-

пичное значение невозмущенной плотности 0 .   

Для дальнейшего анализа при 0t   можно использовать решение 
уравнения (11) c нулевой правой частью в виде собственной волно-
вой моды:  

 0 ( , ) cos ( ) ,n nW A z k k t kx     

где А — константа; k — спектральный параметр;  ( , ),n z k ( ),n k  —
нормированные собственные функции и дисперсионные кривые  ос-
новной вертикальной спектральной задачи внутренних гравитацион-
ных волн соответственно [1, 6–8]: 

  
2 2

2
2 2

( , ) ( )
1 ( , ) 0.

( )
n

n
n

z k N z
k z k

z k

 
 

 
   

 
  (12) 

Отметим, что при z = 0 и z = –H функции ( , ) 0.n z k   

Тогда соответствующие нулевому приближению 0W  горизон-
тальная скорость 0U  и возмущение плотности 0  имеют вид 

  

 

 

0

2

0

( , )
sin ( ) ;

( )
( , ) sin ( ) .

( )

n
n

n n
n

A z k
U k t kx

k z

AN z
z k k t kx

k g

 

  



 



 
  (13) 

 При 0t   решение (11) будем искать в виде ряда по степеням 
малого параметра :   

2
0 1 2 ...W W W W      

Тогда для определения функции 1W  получаем уравнение 
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2 2 2 2

1 1 12
02 2 2 2

( ) ( ).
W W W

N z P W
t z x x

    
       

  (14) 

 Решение уравнения (14), совпадающее с 0W  при 0,t   непре-
рывно вместе со своей производной по .t  Поэтому при 0t   функция 

1W  и ее производная по t  обращаются в нуль: 1 1 0.W W t     По-
скольку в реальных океанических условиях возбуждаются, как пра-
вило, только первые моды, в дальнейшем для определенности будем 
рассматривать первую волновую моду. Тогда правая часть уравнения 
(14) примет вид 

 

0

22 2
2 1 1 1

1 1 2

( )

( ) ( ) ( , ) ( , )
2 sin 2 ( ) 2 ( , )

P W

N z k z k z k
A k k t kx z k

gk z z



                

   
 

 

 22
1 1

2 3
1 1 1 1

12 3

2 ( ) ( ) ( , )

( ) ( , ) ( , ) ( , )
( , )

N z k k z k

g

k z k z k z k
z k

k z z z

 

   
      

 

   
 (15) 

22 2
1 1 1 1

1

( ) ( , ) ( , ) ( , )( ) ( )

( )

k z k z k z kN z k N z

gk z z k z z

             

   


  

1( , ) sin(2 ( ) 2 ).z k k t kx     

Решение уравнения (14) будем искать в виде ряда по собствен-
ным функциям задачи (12):  

  1 1
1

sin 2 ( ) 2 ( ,2 ).i i
i

W k t kx d z k




      (16) 

Функцию ( , )z k в правой части уравнения (15) можно предста-
вить в виде 

 2

1

( , ) ( ) ( ,2 ),i i
i

z k N z c z k




      (17) 

где 
0

( , ) ( ,2 ) .i i

H

c z k z k dz


   
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Подставляя выражения (16), (17) в уравнение (14), получаем  

2

2 2 2
1

(2 )
.

4 (4 ( ) (2 ))
i i

i
i

c k
d

k k k





 
 

Учитывая начальные условия, имеем 

 

1

2 2
1

1
1

(2 )sin (2 ) 2 ( )cos (2 )
( ,2 ) sin 2 ( )

(2 )
i

i i
i i

W

k kx k kx
d z k k t kx

k







 
   


   


  

     1 1 1 1

sin(4 )
sin 2 ( ) 2 2 ( ) (2 ) cos 2 ( ) 2 .

2 (2 )i

kx
k t kx k k k t kx

k


     


   


 

(18) 

Из выражения (18) следует, что наибольший вклад в 1W  дает сла-
гаемое с множителем 1.d  Сравним поправку 1W  с невозмущенным 
решением 0.W  Для этого заменим первое слагаемое в уравнении (18) 
резонансным членом (считая 1 1(2 ) 2 ( )),k k  чем только увеличим 

значение 1:W  

   1 1
1 1 12

(2 )
( ,2 ) cos (2 ) 2 ,

8

a k
W z k t k t kx

k
  

     (19) 

и оценим время, за которое 1W   станет сравнимо с 0.W  Для расчета 
коэффициента 1a  можно принять, что 1 1( , ) ( ,2 ),z k z k   что спра-
ведливо для достаточно малых значений .k  В результате получаем 

   

20
2 21 1

1 1

0 02 2
3 22 21 1

1 1
1

( ) ( , )
2 ( ) ( , )

2 ( ) ( , )6
( ) ( , ) ( ) ( , )

( )

H

H H

k z k
a A N z z k dz

g z

k k z kk
N z z k dz N z z k dz

g k z



 

        


  





 

 

  


 
0

22 1
1 1

( , )
.3 ( ) ( , )

H

z k
k k z k dz

z

  
 


    

(20) 

Чтобы воспользоваться формулами (19), (20), рассмотрим слой 
стратифицированной среды с глубиной 100H   м при ( ) constN z    

= 10,01 с . Тогда  
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1
2 sin( / )

.
z H

N H


   

При 10,02 мk   длина волны ~ 300  м и 4 3 2 210 м с ,A    что 
соответствует амплитуде скорости невозмущенной волны 14 cм/с. 
Для случая ( ) constN z   последние два слагаемых в выражении (20) 
равны нулю, а первые два интеграла можно вычислить аналитически, 
и тогда 13

1 1,4 10 .a     Время,  за которое величина 1W   соста- 

вит около 5 % от значения 0,W  будет  2
1 14 0,05 / [ (2 )]t k A c k    

71,5 10  с. Полученная оценка показывает, что интервал времени, в 
течение которого нелинейные слагаемые становятся сравнимыми по 
порядку величин с линейными, существенно превышает типичные 
периоды колебаний внутренних гравитационных волн в океане, со-
ставляющие десятки минут [1, 10, 11]. 

 Оценка влияния вращения Земли. Рассмотрим теперь модели-
рование дальних полей внутренних гравитационных волн, возбуж-
денных в стратифицированной вращающейся среде, например, рас-
положенным в точке 00,x y z z    импульсным -образным ис-
точником [2, 3]. С учетом приближений Буссинеска и «твердой 
крышки» вертикальная компонента скорости W удовлетворяет урав-
нению 

 
2 2

2 2
3 02 2

( ) ( , , , , )
W

W f N z W E x y z z t
t z

 
    

 
 

 с граничными и начальным условиями 

 0 ( 0, );W z H    0W    при 0.t    

Вид правой части 0( , , , , )E x y z z t  зависит от характера источника. 
Например, в случае источника массы 

 
2

0
2

( ) ( )
( ) ( ) ,

z z t
E x y

z t

     


 
  

а в случае источника силы, направленной по вертикали, 

 






















2

2

2

2

0

)(
)()(

)(
)(

)(

y

y
xy

x

x
zz

t

t
E



  

Рассмотрим теперь функцию Грина, т. е. решение задачи с правой 
частью 0( ) ( ) ( ) ( ).E x y z z t      Для этого воспользуемся методом 
разделения переменных (методом Фурье). Положим при Im 0   

. 
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 

0

03
0

( , , , , )

1
exp( ) exp ( ) ( , , , , ) .

(2 )

z z

i t dt i x y W t x y z z dxdy

   

  


  

 



   
 

Функция 0( , , , , )z z     удовлетворяет уравнению 

 
2

02 2 2 2 2
2 3

( )
( ) ( )

(2 )

z z
f k N z

z

   


       
,   

и граничным условиям 

 0 ( 0, ),z H      

где 2 2 2.k     
Если приближение «твердой крышки» при 0z   заменить при-

ближением свободной поверхности, то граничное условие 0   
примет вид  

2

2 2

(0)
(0).

gk

z f

 





 
  

Решение будем искать в виде линейной комбинации собственных 
функций ( , )n z k  граничной задачи 

2 2 2
2

2 2 2

( , ) ( ) ( )
( , ) 0,

( )
n

n

z k N z k
k z k

z k f

 
 

 
  


  

или при ,n   (0) 0n     

2

2 2

(0)
(0).

( )
n

n
n

gk

z k f




 
 


  

Эта задача имеет на отрезке [ , 0]H  полную систему собствен-

ных функций ( , ),n z k  причем для этих функций выполняется усло-
вие ортогональности 

0
2 2(0) (0) ( ( ) ) ( ) ( ) ,n m n m mn

H

g N z f z z dz    


     

где mn  — символ Кронекера, и в приближении «твердой крышки» 
внеинтегральный член исчезает. Чтобы выразить решение через соб-
ственные функции ( , ),n z k  заметим, что в силу полноты и ортонор-
мированности этих функций  
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 2 2
0 0( ) ( ) ( ) ( ).n n

n

z z N z f z z  


      

Положив  0( , ) ( , ),n n n
n

p z k z k  


   получаем 

 
2 2

3 2 2 2

( )

(2 ) ( )
n

n
n

k f
p

k k f


 





  

и в результате имеем 

 
 

2 2
0

3 2 2 2

( ) ( , ) ( , )
.

(2 ) ( )
n n n

nn

k f z k z k

k k

  


  

 


   

Проведем теперь обратное преобразование Фурье. Примем 

 
0

0 0

0

( , , , , ) exp( ) ( , , , , ) .
i

i

g t z z i t z z d       




    

Подставляя вместо   полученный ряд и проводя почленное интегри-
рование, находим 

  2 2
0 02 2

1
( , , , , ) ( ) ( , ) ( , ),

8 ( )
n

n n n
nn

Bg t z z k f z k z k
i k k

    
 


    

где    exp ( ) exp ( ) .n nn i k t i k tB      

 В результате представление для функции W принимает вид  

0( , , , , ),n
n

W W x y z z t


   

где 

 

 

0 0

0 2
0 0

2 2

02

( , , , , ) exp ( )
8

( )
( , ) ( , ) .

( )

i i

n

i i

nn
n n

n

i
W x y z z t i x y

k fB z k z k d d
k k

 


    


 

 

   




 

 

После перехода к полярным координатам cos , sin ,k k      

cos , sinx r y r    и интегрирования по   получаем, что nW  бу-

дут функциями 2 2 :r x y   
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 2 2
0 0 0

0

( , , , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) .
4 ( )

n
n n n n

n

i BW r z z t J k r f z k z k dk
k k

  
 



    

Поскольку рассматривается асимптотика nW  при больших r 
(дальнее поле), функцию Бесселя 0( )J k r  можно заменить на ее 

асимптотику при 1,k r   т. е.    0( ) 2 cos 4 .J k r k r k r     В 

результате имеем 

   2 2

3/2

exp ( ) ( ) exp ( ) ( )exp( / 4)
.

4 2

n

n n

W

i kr t g k dk i kr t g k dki

r k k

 


 

 



  
   

 
 

  

(21) 

Здесь 
2 2

2
0

( )
( ) ( , ) ( , )

( )
n

n n
n

k f
g k z k z k

k k

  



  — четная функция по ,k а 

функция ( )n k  продолжена в область 0k   нечетным образом,  точ-

ка ветвления 1/2k   обходится в верхней полуплоскости.  
Дисперсионная кривая функции ( )n k  есть монотонно возраста-

ющая функция по .k  Поэтому фазовая функция второго интеграла в 
выражении (21) не имеет стационарных точек и этот интеграл при 
, ,t r   / constt r   экспоненциально мал.  

Рассмотрим первый интеграл в формуле (21). Положим 

( ) n
nc k

k





 — групповая скорость n-й волновой моды, nc   

max ( ).n
k

c k   Ясно, что при nr c t  первый интеграл также экспонен-

циально мал. При nr c t  можно применить обычный метод стацио-
нарной фазы. Обозначим через ( / )j j r t   стационарные точки 

первого интеграла, т. е. решения уравнения / ( ).nr t c k  Вычисляя 
при , ,t r   / constr t   асимптотику первого интеграла методом 
стационарной фазы, получаем 

0( , , , )

exp( / 4) ( )
exp ( ) sign ,

44 2 j j

n

n n
j n j

k kj

W z z r t

i c c k
i r t T t

k k 



     
   


 

   


 

где  
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2 2

03/2

( )
( , ) ( , ).

( )
n j

n j n j
j n j

f
T z z

 
   

  



  

При nr c t  стационарные точки первого интеграла сливаются и 
асимптотика интеграла оказывается зависящей от того, где достига-
ется максимум групповой скорости ( ).nc k  Если 0,f   то для типич-

ных профилей 2 ( )N z  максимум будет в единственной точке 0.   
В окрестности этой точки фазовая функция допускает разложение 

 
2

3
2

1 ( )
( ) ( )( ) ( ) ...

6
n

n n n

c
k r k t r t k r c t k t


     

        


    


 

где ( ), ( ).n n n nc c         
Аппроксимируя фазовую функцию кубическим полиномом и за-

меняя внеэкспоненциальный множитель под знаком интеграла его 
выражением при ,k  находим 

  2 2

03/23/2

exp / 4 ( )
( , ) ( , ) ,

4 2
n n

n n n
n

i i r t f
W z z Z

r

       
 

  
 

 
  

  

где 

 

2
3

2

1 ( )
exp ( )( ) ( ) .

6
n

n
c

Z i k r c t k t dk
 



 
  



  
        


  

Данный интеграл выражается через функцию Эйри ( ),Ai   что 
дает следующую асимптотику волнового поля в окрестности волно-
вого фронта: 

1/3
2 2 2

0 02 3/2

exp( / 4) 1 ( )
( , , , ) ( , ) ( , ) ,

22 2
n n

n n n
n

i c f
W r z z t t z z Y

r

      
  

 
 

 

  
   

 

где 

 
1/32

2

1 ( )
exp ( ) ( ) / .

2
n

n n
c

Y i r t Ai r c t t
 




 

 
   

  
 

Проведенные по этим формулам численные расчеты показывают, 
что для типичных длин внутренних гравитационных волн, характер-
ных для реального океана вдали от полярных зон, учет влияния вра-
щения Земли не вносит существенную поправку в дальние волновые 
поля и его необходимо делать только для исследования волновых 
возмущений в высоких широтах Мирового океана [10,11]. 
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Влияние вязкости. Оценим теперь влияние эффектов вязкости 
на волновую динамику стратифицированных сред. При исследовании 
внутренних гравитационных волн, например монохроматических с 
частотой ,  с учетом вязкости   необходимо решать дисперсионные 
соотношения вида [1, 2, 9] 

  4 2 22 2 2 22 sin 2 sin cosn n nk i N ikk k k N            

  2 2 2 2 4cos 0,ik N k         

где ,nk  k  — нормальные и касательные составляющие волнового 
вектора соответственно,   — угол наклона жесткой границы стра-
тифицированного слоя.  

Корни дисперсионного уравнения, описывающего пограничные 
течения, определяют толщину d пограничного слоя:  

  1/2
2 22 sin sin sin ,d N         

где 2sin / ,N   зависящую от масштаба Стокса 2 /   и геомет-
рии задачи. Известно, в частности, что при 0   корни дисперсион-
ного соотношения не имеют особенностей. В лабораторных условиях 
при наклоне дна 15 ,    11,0 сN   и / 0,5N   толщина погра-
ничного слоя составляет порядка 2 мм при глубине бассейна 40 см. В 
условиях реального океана пограничные слои могут иметь толщину 
до нескольких метров [4, 10, 11]. И в том и в другом случае толщина 
пограничных слоев составляет несколько процентов от длины полу-
волны внутренних гравитационных волн для мод с малыми номера-
ми, а поскольку в океане реально возбуждается несколько низших 
мод, вязкость не оказывает существенного влияния на волновую ди-
намику природных стратифицированных сред [1, 3, 5].  

 Эффекты сжимаемости.  При изучении внутренних гравитаци-
онных волн с учетом сжимаемости стратифицированной среды необ-

ходимо рассматривать частоту Брента—Вяйсяля 02

0
( )

g d
N z

dz




  в 

модифицированном виде: 

 
2 2

02 2
2 2

0
( ) ,c

g d g g
zN N

dz c c




       

где c  — скорость звука.  
Очевидно, что в условиях слабой стратификации этот добавоч-

ный член необходимо учитывать, однако основное уравнение внут-
ренних гравитационных волн остается неизменным. Действительно, в 
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исходной системе уравнений гидродинамики (1) уравнение несжима-

емости div 0U  заменяется на 
2

1
,

dp d

c dt dt


  что приводит к повы-

шению порядка соответствующего дисперсионного уравнения 

4 2 2 2 2 2 2 2 2( ) 0,sincN k c k c N       

где sin / .N   
Однако для длин волн, удовлетворяющих условию 2 1N g    

(автоматически это означает 2 200c g  км), дисперсионное 
уравнение распадается на два соответствующих звуковым и внутрен-
ним волнам уравнения  

;kc    2 ,cN k

k
   

где 2k  — горизонтальное волновое число. Следовательно, уравнение 
внутренних волн имеет тот же вид (см. выражение (12)), только вместо 

( )N z  при слабой стратификации необходимо использовать ( )cN z   
[2, 9]. 

 Рассмотрим основные особенности волновой динамики импуль-
сов акустико-гравитационных волн в стратифицированных средах с 
учетом их сжимаемости. Акустико-гравитационные волны генери-
руются при различных атмосферных процессах и играют важную 
роль в динамике атмосферы Земли и других планет. Мощными им-
пульсными источниками этих волн являются промышленные и ядер-
ные взрывы, извержения вулканов и т. д. Учет сжимаемости важен и 
при изучении внутренних волн в океане, так как позволяет снять не-
которые парадоксы установления поля внутренних гравитационных 
волн. Действительно, в сжимаемой среде такие волны в определен-
ной степени «похожи» на обычные акустические, правда, в сильно 
анизотропной среде [4, 9, 10]. Будем исходить из линеаризованной 
системы уравнений гидродинамики стратифицированной сжимаемой 
среды  

1
0 ;x

pU f
t x

  
 

 
  

 2
0 ;y

pU f
t y

  
 

 
  (22) 

0 ;z
W p

gq f
t z

  
  

 
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01 2
0 0 ;

g W WU U
t z x y z t

        
           

 

1 22
0 0 0 ,

WU Uc p gW M
t x y z

                     
  

где g — возмущение плотности; , ,x y zf f f  — компоненты внешней 

объемной силы; 0  — источник возмущений плотности; M — ис-
точник объемной скорости. 

Характер источника определяется постановкой задачи. Напри-
мер, взрыв является источником объемной скорости и источником 
возмущений плотности вследствие нагрева среды. Характерными ис-
точниками объемной скорости в атмосфере являются так называемые 
термики — перегретые области, поднимающиеся вверх и приводя-
щие слои атмосферы в движение. Источники внешней силы возни-
кают при нелинейных взаимодействиях волн различной природы, а 
также при обтекании тел (области срыва потока при обтекании явля-
ются источниками внешних объемных сил) [3, 9]. 

Систему (22) можно свести к одному уравнению, например, от-
носительно вертикальной компоненты W скорости: 

 1 .LW     (23)  

 Здесь 

 
2 2 2 2 2 2

2 2 2
1 2 2 2 2 2 2

;L c g g c
t t z z x y t

             
                      

   

  
2 2 2

01 2
2 2 2

zf
c g M

t x y t t

                            
  (24) 

2
2

2
;y xfM f

gc
z t t y x


                        

 

 — величина,  характеризующая скорость изменения невозмущен-

ной плотности с высотой, .
z

  
 


  

Величина  1 22 2N g g c  определяет частоту Брента—Вяй-

сяля в сжимаемой стратифицированной среде [6–9]. При изучении 
внутренних волн традиционным является приближение Буссинеска, 
т. е. в системе (22) пренебрегают градиентом плотности в тех членах, 
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которые не умножаются на g  [1, 6–8]. В этом случае оператор 1L  
сводится к оператору 

2 2 2 2 2 2
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2
.L c g g c

t t z x y t
           

                     
  

Если формально устремить скорость звука c  к бесконечности, то 
получим оператор внутренних волн в несжимаемой среде: 

 
2 2 2 2 2

3 2 2 2 2 2
.L g

t z z x y t
           

                    
 

При использовании приближения Буссинеска для несжимаемой 
среды оператор 3L  сводится к оператору 

 
2 2 2 2 22

4 2 2 2 2 2 2
.L g

t x y z x y

                           
   

Если среда однородная, но сжимаемая, то в однородном поле си-
лы тяжести она обязательно имеет экспоненциальную стратифика-
цию 2

0 g c  [2, 9]. При 00     стратифицированная среда ока-
зывается неустойчивой несмотря на убывание плотности с высотой. 
Действительно, тогда  2

0 0.N g      Отсюда следует, что в ре-

шениях появятся экспоненциально растущие со временем слагаемые. 
Волновой оператор для естественно стратифицированной среды име-
ет вид 

 
2 2 2 22 2

2
5 2 2 2 2 2 2 2

.L gc
t c t x y z z

                
  

Наконец, в пренебрежении гравитационным полем ( 0)g   опе-

ратор 1L  превращается в дважды продифференцированный волновой 
оператор 

 
2 2 2 22

6 2 2 2 2 2 2
.L

t c t x y z

              
 

Рассмотрим далее гармонический источник возмущений частоты 
  в среде с экспоненциальной стратификацией 0 exp( )z     
( const)   и постоянной скоростью звука. В этом случае оператор 

1L  имеет постоянные коэффициенты и его фундаментальное решение 
G  удовлетворяет уравнению 



В.В. Булатов, Ю.В. Владимиров 

18 

 1 ( ) ( ) ( ) ( ).L G x y z t     

 Тогда решение задачи с конкретным источником  0, , , ,x y zf f f M  

выражается в виде свертки G  с функцией .  В частности, в случае то-
чечного мгновенного источника объемной скорости имеем 

 ( ) ( ) ( ) ( ),t x y z        

т. е. вертикальная компонента W  скорости  выражается через функ-
цию G  следующим образом:  

G
zt

W





2

3

.  

С помощью подходящей замены переменных удобно избавиться 
от нечетной производной z   в уравнении (23). Действительно, 
имеем  

 1 7 exp 2 .L L z    

Здесь 

2 2 2 2 2 2
2 2 2

7 2 2 2 2 2 2
4 ,L c N

t t z x y t
          

                    
  

а exp( / 2)z  — оператор умножения на функцию.  
Проведем одностороннее преобразование Фурье. Спектр фунда-

ментального решения   запишем в виде 

   0( , , , ) exp 2 ( , , , ),x y z z x y z      

где 0( , , , )x y z  — фундаментальное решение оператора Гельмголь-
ца в анизотропной среде [2, 3, 9]. Тогда 

  8 0 ( ) ( ) ( ),L x y z       (25) 

где 

  
2 2 2

2 2 2 4 2 2 2
8 2 2 2

4.L N c
x y z

       
         

 

В координатах   1 22 2
1 1 1, ,x x y y z N z 


     уравнение (25) 

принимает вид 

     12 2 2 2 2 2
1 04N c   

        

   1 21 2 2
1 1 1( ) ( ) ( ),N x y z    

     (26) 
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где 

 
2 2 2

1 2 2 2
1 1 1

.
x y z

  
   

  
 

Используя известное фундаментальное решение обычного опера-
тора Гельмгольца, из уравнения (26)  получаем  

   1 21 2 2 1
1 10 1(4 ) exp .N R ik R 

      

Здесь 

 1 22 2 2
1 1 sin ;R R N      

 1 22 2 2 ;R x y z    sin ;z R  

   12 2 2 2 2 2 2
1 4k N c   

    .  

Таким образом, 

   1( , , , ) ( ) exp ( ) 2 ,x y z A R ik R z         (27) 

где  

 
   

1

2 2 2 2

4
( ) ;A

N N







 




 

 

 
   2 2 2 2

1
2 2

( ) ;AN N
k c

N



 





 




  

 2 2 2 4;AN c  2 2 2sin .N N   

Формула (27) описывает поле гармонического источника в сжи-
маемой стратифицированной среде. Обсудим физический смысл вхо-
дящих в нее величин. Функция ( )k   — волновое число плоской 
акустико-гравитационной волны, распространяющейся под углом   
к горизонту. Действительно, поле плоской волны 0 expw    

[ ( ) ( cos sin )]i t ik x z        удовлетворяет уравнению 7 0 0.L w   

Зависимость волнового числа ( )k   от угла   обусловлена анизо-
тропией среды. Акустико-гравитационные волны обладают диспер-

сией, а их фазовая скорость 
   

2 2

2 2 2 2( )
f

N
c

k c N N 

  
  


 

 
 

зависит от частоты (рис. 1). 
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Дисперсионные кривые, показанные на рис. 2, имеют две ветви: 
акустическую (при  > NA) и гравитационную (при 0 <  < N). Фазо-
вые и  групповые скорости (акустическая ветвь), стремятся к скорости 
звука c  при .   C ростом   волны, описываемые акустической 
ветвью, переходят в обычные звуковые. Нижней критической частотой 
этих волн является AN  — наименьшая частота распространения аку-
стических волн. При частотах от N до NA (верхний диапазон запира-
ния)  волновое число ( )k   чисто мнимое. В этом диапазоне нет рас-
пространяющихся плоских волн, а только экспоненциально затухаю-
щие при удалении от источника возмущений.  

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Кривые, изображенные на рис. 2, при 0 <  < N описывают грави-
тационную ветвь акустико-гравитационных волн. Верхняя критиче-
ская частота этой ветви равна ,N  нижняя — зависит от угла .  Если 
волна распространяется строго горизонтально ( 0),   то нижняя 
критическая частота отсутствует. Фазовая и групповая скорости го-
ризонтально распространяющейся волны при 0   стремятся к 
значению 0 .Ac Nc N c   Если 0,   то групповая скорость имеет 

максимум на некоторой частоте ( ),   отличной от нуля. 

Картины волновых фронтов поля, возбуждаемого гармоническим 
источником, сильно различаются в случаях AN   и N   (при 

AN N   поле синфазно и экспоненциально убывает при удалении 
от источника). При AN   фронты имеют вид эллипсоидов враще-
ния (рис. 3, а), причем с ростом частоты их эксцентриситет убывает, 
а в пределе при    они превращаются в сферы, как для обычных 

Рис. 1. Дисперсионные кривые 
( ) k  акустико-гравитационных 

волн 

 

Рис. 2. Фазовые (сплошные ли-
нии) и групповые (пунктирные 
линии) скорости акустико-грави-
тационных волн при  = 0 (1 ) и  
  > 0 (2) 
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звуковых волн. При AN   эллипсы становятся все более сплюсну-
тыми в вертикальном направлении. При N   фронты представляют 
собой семейство однополостных гиперболоидов вращения с общей 
асимптотой под углом arcsin( / ),N   зависящим от частоты   

(рис. 3, б). При    поле синфазно и экспоненциально убывает 

при удалении от источника. Внутри конуса (при )   поле осцил-

лирующее, гребни волн «удаляются» от конуса .   На конусе 

поле гармонического точечного источника имеет корневую особен-

ность 
 

   

1

2 2 2 2

4
( ) .

sin sin
A

NR N







  




 

 Если размеры ис-

точника конечные, то особенность не возникает, но поле в основном 
сосредоточено в узкой области вблизи этого конуса, имеющей попе-
речные размеры, близкие к размерам источника. 

Рис. 3. Волновые фронты для акустической (а) и гравитационной (б) 
ветвей акустико-гравитационных волн 

 Обсудим физический смысл величин , , .AN N N  Частота AN  
определяется произведением малого параметра   на большой параметр 

.c  Оценки показывают, что как для океана, так и для атмосферы частота 

AN  близка к частоте N  Брента—Вяйсяля: для атмосферы 
2 11,9 10 c ,N     2 12,1 10 c ,AN     для океана 2 1~ 10 c ,N    ~AN  

2 11,5 10 c   [2, 5, 9]. Из этих оценок следует, что при анализе диспер-

сии ( )k   на частотах, близких к ,N  необходимо учитывать сжимае-

мость среды. Отметим, что всегда ,AN N   22 2 2AN N c g c     
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 22
02 4.c    Таким образом, только при 02   отсутствует 

верхний диапазон запирания и получается единая дисперсионная кривая 
(рис. 4, а). При 0   частота Брента—Вяйсяля обращается в нуль и 
пропадает нижняя ветвь дисперсионной кривой (рис. 4, б), в отличие от 
предыдущего случая эта кривая не зависит от .  

Рис. 4. Дисперсионные кривые ( )k для 02    (а) и для 0   (б) 

При рассмотрении низкочастотных внутренних гравитационных 
волн в атмосфере обычно учитывают вращение Земли [3, 5, 9]. Одна-
ко это приводит к изменению лишь параметра N  в уравнении (27):  

2 2 2 2 2sin cos ,zN N J      

где zJ  — z-компонента вектора угловой скорости вращения Земли.  
Следовательно, вращение Земли заметно сказывается на поле 

внутренних волн лишь при очень малых  310 рад .zJ N     

Влияние вращения Земли приводит к тому, что зависимость поля 
акустико-гравитационных волн от R  и t  на горизонтальной плоско-
сти и вблизи нее такая же, как для поля на конусе с углом ,zJ N   
рассчитанном без учета вращения. Поэтому вращение Земли можно 
учесть, например, изменив угловую зависимость .N  

 Обсудим теперь, как меняется вид дисперсионных кривых в 
упомянутых выше упрощенных моделях. Сначала рассмотрим при-
ближение несжимаемой среды. В пределе c   для ( )k   получаем 
выражение 

 
2 2

2 2
( ) .

2

N
k

N











  

Очевидно, что при таком законе дисперсии пропадает акустиче-
ская ветвь дисперсионной кривой, а гравитационная ветвь с критиче-
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скими частотами N  и N качественно (при N   количественно) 
не меняется. Физически абсурдным также является приближение 
Буссинеска в сжимаемой среде [2, 9]. В этом случае 0AN   и, следо-
вательно, ,AN N  что невозможно в устойчивых средах.  

Дисперсионная кривая имеет две ветви (рис. 5) и качественно сов-
падает c дисперсионной кривой, изображенной на рис. 1, однако верх-
няя и нижняя границы диапазона запирания искажены. Поверхности 
равных фаз при N   принимают форму двухполостных  
гиперболоидов вращения (рис. 6). Отметим, что в сжимаемой среде 
 0   волновое число k  не зависит от угла   (изотропный случай):  

221)( ANck    ,  

где (2 ),AN g c  и поэтому анизотропия среды проявляется лишь в 

появлении множителя  2exp 2gz c    в уравнении (27). 

 В заключение отметим, что при изучении внутренних гравитаци-
онных волн в океане обычно используют модель несжимаемой среды и 
приближение Буссинеска. В этом приближении уравнение (26) сводится 
не к уравнению Гельмгольца, а к уравнению Лапласа, так что волнового 
распространения нет и среда движется синфазно, как при колебании тел 
в несжимаемой однородной среде [2]. Однако при N   между обла-

Рис. 5. Гравитационная ветвь дис-
персионных кривых ( )k  аку-
стико-гравитационных волн в при-
ближении Буссинеска в сжимаемой 
стратифицированной среде 

Рис. 6. Гравитационная ветвь вол-
новых фронтов акустико-грави-
тационных волн в приближении 
Буссинеска в сжимаемой страти-
фицированной среде 



В.В. Булатов, Ю.В. Владимиров 

24 

стями   и    наблюдается сдвиг фаз на 2.  Еще одно отличие 

от случая нестратифицированной жидкости — корневая особенность 
амплитуды на границе между областями ( ),   поэтому для перехо-
да к несжимаемой среде в приближении Буссинеска достаточно в урав-
нении (27) принять ( ) 0.k    

Заключение. Таким образом, при исследовании динамики внут-
ренних гравитационных волн в пространственно-временных диапа-
зонах, характерных для реального океана, можно пользоваться ли-
нейным приближением. Анализ поправок к линейной теории генера-
ции и распространения дальних полей внутренних гравитационных 
волн, связанных с вращением Земли, нелинейностью, вязкостью и 
сжимаемостью сред, показывает адекватность и обоснованность для 
соответствующих пространственно-временных масштабов линейной 
модели волновой динамики. Очевидно, что для детального описания 
широкого круга физических явлений, связанных с волновой динами-
кой стратифицированных неоднородных по горизонтали и нестацио-
нарных природных сред (океан, атмосфера), необходимо исходить из 
достаточно развитых математических моделей, которые, как правило, 
оказываются весьма сложными, нелинейными и многопараметриче-
скими. Однако, как показывают полученные результаты, адекватное 
качественное представление в достаточно широком классе изучае-
мых волновых явлений в океане можно получить на основе более 
простых линейных моделей и аналитических методов их исследова-
ния.  

 Работа выполнена при поддержке РФФИ (проекты  
№ 11-01-00335а, № 13-05-00151а). 
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Stratified medium wave dynamics:  

effects on nonlinearity, compressibility, viscosity, earth’s  
rotation 
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In this paper the problem of modeling the dynamics of the wave of stratified medi-
um, taking into account the nonlinearity, compressibility, viscosity, and the rotation 
of the Earth are considered. The limits of applicability of the linear theory describ-
ing the wave dynamics of stratified medium are estimated. It is shown that in the 
wavelength range that is typical for the real ocean, the study of the far fields inter-
nal gravity waves dynamics  can use the linear approximation. 
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