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Волновые движения в морской среде могут возникать как вследствие 

естественных причин, так и порождаться обтеканием искусственных 

препятствий, например, погруженных частей платформ, с которых 

осуществляется добыча углеводородов, проложенных в море трубопроводов, 

иных сложных гидротехнических сооружений. Практический интерес к 

воздействию морских течений на подводные препятствия обусловлен тем, что 

при наличии стратификации водной толщи обтекаемое потоком препятствие 

генерирует как внутренние, так и поверхностные волны и, следовательно, оно 

испытывает дополнительное волновое сопротивление, расчет которого 

необходим при проектировании различных сооружений. С другой стороны, эти 

поверхностные возмущения несут информацию, как о самих источниках 

возмущений, так и о характеристиках морской среды, и они могут быть 

зарегистрированы с помощью специальных средств, прежде всего, 

радиолокационных и оптических систем.  Для дальнейшего развития методов 

контролирующего мониторинга морских акваторий, основанных на данных, 

получаемых средствами дистанционного зондирования поверхности моря, 

важно знать, как зависит характер генерируемых подводными источниками 

поверхностных волн от стратификации потока и его глубины. 

Генерации поверхностных волн от обтекаемых подводных препятствий в 

однородных и стратифицированных средах посвящены многочисленные 

исследования как в лабораторных опытах, так и в рамках теоретических работ . 

В этой ситуации может показаться, что полнота исследования данной 
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гидродинамической проблемы практически достигнута. Однако результаты 

теоретических решений задач о генерации поверхностных возмущений 

представлены в основном в самой общей интегральной форме, и их трудно 

проанализировать из-за сложных подынтегральных выражений. В этом случае 

общие интегральные решения дополнительно требуют разработки специальных 

методов их анализа и получения достаточно простых аналитических 

выражений, допускающих проведение на их основе численных расчетов 

параметров поверхностного волнения.  

Проведенный анализ работ по рассматриваемой теме показал, что в 

природных средах и, прежде всего, в водах Мирового океана, есть еще не 

полностью изученные гидродинамические явления. Это относится к области 

влияния плотностных неоднородностей морской среды, особенностей рельефа 

дна и глубины моря на параметры поверхностных возмущений, возникающих 

при обтекании глубинных препятствий. Следует учесть, что в реальных 

условиях моря в структуре стратификации морской среды характерны 

проявления относительно резких перепадов плотности воды, связанные с 

наличием сезонного термоклина или иных часто возникающих скачков 

плотности. Поэтому представляет интерес исследование влияния плотностных 

неоднородностей воды на параметры поверхностных возмущений, особенно 

при обтекании препятствий вблизи скачков плотности. И здесь практически 

важно рассмотреть задачу о различие параметров поверхностных возмущений в 
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зависимости от местоположения препятствия относительно скачка плотности: 

над скачком или под ним .  

На состояние свободной поверхности океана влияют как находящиеся в 

толще воды неоднородности (обтекаемые препятствия, изменения рельефа дна, 

полей плотности и течений), так и различные  источники возмущений. Для 

правильной интерпретации данных, полученных при дистанционном 

зондировании морской поверхности, нужно знать причины, вызывающие те или 

иные поверхностные явления. В настоящее время актуальной остается задача 

исследования процессов поверхностных колебаний в неоднородной по 

плотности и нестационарной морской среде и согласования результатов 

моделирования с видимыми поверхностными волнениями. Для детального 

описания широкого круга физических явлений, связанных с динамикой 

поверхностных возмущений неоднородных и нестационарных природных сред, 

необходимо исходить из достаточно развитых математических моделей.  Эти 

модели, как правило, оказываются весьма сложными, нелинейными, 

многопараметрическими, и для их полного исследования эффективны лишь 

численные методы.  

Система уравнений гидродинамики, описывающая поверхностные 

возмущения в общем виде представляет достаточно сложную математическую 

задачу как в плане доказательств теорем существования и единственности 

решений в соответствующих функциональных классах, так и с вычислительной 

точки зрения. В рамках линейной теории для аналитического исследования 



 
 

8 
 

поверхностных волновых возмущений используются методы интегрального 

представления Маслова, приближенные методы геометрической оптики, а в 

некоторых случаях также уравнения в конформных переменных. Основные 

результаты решений задач о генерации поверхностных волновых возмущений 

представляются в самой общей интегральной форме, и в этом случае 

полученные интегральные решения требуют разработки асимптотических 

методов их анализа, допускающих качественный анализ и проведение экспресс 

оценок получаемых решений. Кроме того, для анализа данных дистанционного 

зондирования морской поверхности необходимы знания причин, вызывающие 

те или иные поверхностные явления. Для детального описания широкого круга 

физических явлений, связанных с динамикой поверхностных возмущений 

неоднородных и нестационарных природных сред, необходимо исходить из 

достаточно развитых математических моделей. Трехмерность структуры 

поверхностного морского волнения также играет существенную роль, и в 

настоящее время не имеется возможность проведения масштабных 

вычислительных экспериментов по моделированию трехмерных океанических 

течений на больших временах с достаточной точностью. В ряде случаев 

первоначальное качественное представление об изучаемом круге явлений 

можно получить и на основе более простых асимптотических моделей и 

аналитических методов их исследования. Эти модели и методы в дальнейшем 

входят в тот набор «блоков», из которых складывается общая картина волновой 

динамики.  В этой связи необходимо отметить классические задачи 
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гидродинамики о построении асимптотических решений, описывающих  

эволюцию поверхностных возмущений, возбуждаемых локализованными 

источниками в тяжелой однородной жидкости. Построенные модельные 

решения позволяют в дальнейшем, с использованием средств компьютерной 

математики, получить асимптотические представления волновых полей с 

учетом изменчивости и нестационарности реальных природных сред   

     В настоящей монографии рассмотрена структура поверхностных 

возмущений, которые возникают при обтекании подводных препятствий 

потоком стратифицированной жидкости конечной глубины. В качестве 

препятствия рассматривается точечный диполь, локализованный в окрестности 

слоя скачка плотности как над ним, так и под ним. В частности показано, что 

скачок плотности может вызывать блокирующий эффект при распространении 

возмущений от обтекаемого препятствия к поверхности воды. 

Обтекание подводных неоднородностей (или препятствий) в морской 

среде приводит к возникновению возмущений, которые могут выходить на 

поверхность воды. При этом наличие стратификации среды и ее особенности 

могут обусловливать определенные эффекты в формировании структуры 

поверхностных возмущений. В реальных условиях открытого моря такими 

особенностями являются относительно резкие перепады плотности воды, 

связанные, прежде всего, с наличием сезонного термоклина или иных скачков 

плотности воды. В этом случае представляет интерес исследование возможных 

пикноклинных эффектов при обтекании препятствия в окрестности таких 
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скачков плотности. И здесь большое значение имеют различия в положении 

препятствия относительно слоя скачка плотности воды (над или под ним). Один 

из способов моделирования находящегося в потоке препятствия основан на его 

замене эквивалентной системой гидродинамических особенностей (источников, 

стоков, вихрей, мультиполей). В соответствии с этим расчет поверхностных 

возмущений может быть сведен к расчету волн, генерируемых моделирующими 

препятствие гидродинамическими особенностями .  

Постановка задачи обтекания твердого тела потоком жидкости включает 

в себя задание граничных условий на его поверхности. Даже в предположении 

об идеальности жидкости и потенциальности обтекающего тело потока 

нахождение поля его скорости представляет собой весьма сложную задачу. 

Существенно проще решается задача обтекания системы точечных 

гидродинамических особенностей (источников, стоков, диполей и т.п.), 

поскольку в этом случае нет необходимости удовлетворять наперед заданным 

граничным условиям. На линиях (поверхностях) тока, возникающих при 

обтекании такой системы, условия непротекания удовлетворяются 

автоматически. Это обстоятельство используется при решении задач обтекания 

тел или непроницаемых границ, моделируемых специально подобранными 

системами гидродинамических особенностей.  

При таком подходе к задачам обтекания тел линии (поверхности) тока 

отождествляются с непроницаемыми границами. Например, при стационарном 

обтекании точечного источника равномерным безграничным потоком 
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возникает линия (поверхность) тока, представляющая собой границу 

затупленного тела бесконечной длины. Поэтому можно сказать, что обтекание 

точечного источника гидродинамически эквивалентно обтеканию такого тела. 

В другом случае источник и сток, расположенные друг за другом вдоль по 

потоку, моделируют тело овоидной формы. Диполь в безграничном плоском 

потоке порождает охватывающую его линию тока в форме окружности, 

поэтому он моделирует поперечное обтекание цилиндра. Обтекание диполя 

безграничным пространственным потоком эквивалентно обтеканию шара. 

Перечисленные гидродинамические особенности часто используются при 

решении модельных задач, в которых точное воспроизведение формы 

помещенного в поток тела не имеет решающего значения.  

Подобный метод, в значительной мере, относится к задаче о генерации 

поверхностных волн движущимся в жидкости телом. Замена тела некоторым 

набором гидродинамических особенностей существенно упрощает решение 

этой задачи. Так, известно решение задачи о цилиндре, движущемся под 

свободной поверхностью жидкости. В предположении о малости радиуса 

цилиндра по сравнению с глубиной его погружения замена цилиндра диполем 

позволяет найти поверхностную волну и волновое сопротивление цилиндра, 

что позволяет  при достаточно большой глубине погружения цилиндра, 

приближенно заменить его точечным вихрем. Методу замены тела, 

движущегося под свободной поверхностью жидкости, системой 

гидродинамических особенностей и изучению обтекания таких особенностей 
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потоком со свободной границей посвящены большое число работ, в том числе 

уточняющих поправки с учетом нелинейности граничных условий на 

поверхности.  

Естественно возникает вопрос о том, как влияет наличие границ потока 

на картину линий тока, возникающих при обтекании заданных 

гидродинамических особенностей. Например, можно ли считать диполь в 

плоском потоке со свободной границей хорошей моделью кругового цилиндра? 

Из физических соображений очевидно, что чем глубже находится диполь, тем 

точнее он моделирует цилиндр. По мере приближения диполя к свободной 

поверхности потока охватывающая его линия тока будет искажаться все 

значительнее и все менее точно соответствовать контуру поперечного сечения 

кругового цилиндра. Поэтому при рассмотрении ограниченных потоков весьма 

желательно знать какое именно тело моделирует заданная система 

гидродинамических особенностей. В настоящей монографии исследуются 

линии тока, возникающие при обтекании источника и диполя плоским 

равномерным потоком под твердой крышкой и со свободной границей.  

     В решении модельной задачи обтекания подводного препятствия 

двухслойным потоком бесконечной глубины показано, что в реальных 

условиях моря за препятствием возможно образование двух типов 

поверхностных волн. Волны первого типа (поверхностная мода, обусловленная 

свободной поверхностью) образуются при любых значениях скорости 

набегающего потока V  и слабо зависят от стратификации среды. В морских 
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условиях визуально они начинают проявляться лишь при относительно 

больших значениях V  (не менее 6м с ). Параметры волн второго типа 

(внутренняя мода, обусловленная слоем скачка плотности) существенным 

образом зависят от мощности скачка и в морских условиях такие волны 

образуются при скорости V , не превышающей 1-1 5м с  . Обнаружены 

существенные различия между параметрами поверхностных волн при 

локализации обтекаемого препятствия над скачком плотности и под ним. Этот 

эффект указывает на характерную роль скачка как естественной 

неоднородности, блокирующей выход возмущений на поверхность воды, что 

представляется важным при использовании такого эффекта в практических 

задачах, в частности, контролирующем мониторинге морских акваторий. В 

условиях этой задачи установлен характер влияния фактора конечности 

глубины моря на параметры поверхностных возмущений. Сравнение 

параметров поверхностных возмущений, генерируемых обтеканием подводного 

препятствия потоками конечной и бесконечной глубины, выявило их 

существенные различия, которые также необходимо учитывать при решении 

практических задач.  

     Выявлена также особая роль скорости потока в формировании 

поверхностных возмущений при реальных условиях моря. Так, возмущения на 

свободной границе проявляются на двух разнесенных интервалах скорости 

потока, а в промежуточной зоне от значений критической скорости внутренней 

моды до значимой величины поверхностной моды они отсутствуют, т.е. эта 
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зона представляется закрытой для выхода глубинных возмущений на 

поверхность воды. Следуя принятой в морской гидроакустике терминологии, 

такой промежуточный интервал можно определить как ―зону тени‖ для выхода 

на поверхность подобных гидродинамических возмущений.  

     При анализе общего решения задачи об обтекании препятствия потоком 

двухслойной жидкости конечной глубины в виде сложной интегральной формы 

разработана оригинальная методика вычисления такого интеграла. В результате 

получено решение задачи в аналитическом виде с возможностью 

последующего численного расчета параметров соответствующих 

поверхностных волн.  

Промышленная деятельность по освоению природных ресурсов (нефть, 

газ) на континентальном шельфе, в том числе в районе Арктического бассейна 

является одной из важнейших причин по изучению внутренних и 

поверхностных волн. Суда и платформы, ведущие бурение или строительство 

на глубине, используют длинные тубы, связывающие их с морским дном. 

Строители подводных конструкций часто сталкиваются с воздействием волн и 

сильных поверхностных течений. Зафиксированы случаи, когда волны большой 

амплитуды деформируют морские технологические конструкции. Такие 

потери, в силу дороговизны морских платформ могут нанести существенный 

экономический ущерб, и как следствие, необходим постоянный оперативный 

мониторинг и контроль за воздействием волн на подводные сооружения. 
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Разработка методов расчета и анализа воздействия внутренних волн на морские 

трубопроводы  помогает избежать этих дорогостоящих натурных наблюдений.  

Рассмотрена задача о построении  равномерных асимптотик дальних  

полей поверхностных возмущений от локализованного источника в тяжелой 

однородной жидкости бесконечной глубины. Полученные решения позволяют 

описать волновые возмущения как внутри, так и вне волнового клина Кельвина 

и выражаются через функцию Эйри и ее производные.  Также изложена задача 

о построении равномерных асимптотик дальних полей поверхностных 

возмущений от локализованного пульсирующего источника в тяжелой 

однородной жидкости бесконечной глубины. Волновая картина возбуждаемых 

полей представляет собой сумму волн двух типов: кольцевидных и 

клиновидных. Полученные решения описывают волновые возмущения вдали от 

пульсирующего источника возмущений как внутри, так и вне волновых клиньев 

Кельвина. В заключение рассмотрена задача о построении равномерных 

асимптотик дальних полей поверхностных возмущений от локализованного 

гармонического источника в потоке тяжелой однородной жидкости 

бесконечной глубины. Показано, что волновая картина возбуждаемых дальних 

полей при определенных параметрах генерации представляет собой систему 

гибридных волновых возмущений, одновременно обладающих свойствами волн 

двух типов: кольцевидных (поперечных) и клиновидных (продольных). 

Изучены особенности фазовой структуры и волновых фронтов возбуждаемых 

полей. Построены равномерные асимптотики решений, описывающие 
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гибридные поверхностные волновые возмущения вдали от гармонического 

источника. 
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1.ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
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Волновые движения в морской среде могут возникать как вследствие 

естественных причин, так и порождаться обтеканием искусственных 

препятствий, например, погруженных частей платформ, с которых 

осуществляется добыча углеводородов, проложенных в море трубопроводов, 

иных сложных гидротехнических сооружений. Практический интерес к 

воздействию морских течений на подводные препятствия обусловлен тем, что 

при наличии стратификации водной толщи обтекаемое потоком препятствие 

генерирует как внутренние, так и поверхностные волны и, следовательно, оно 

испытывает дополнительное волновое сопротивление, расчет которого 

необходим при проектировании различных сооружений. С другой стороны, эти 

поверхностные возмущения несут информацию, как о самих источниках 

возмущений, так и о характеристиках морской среды, и они могут быть 

зарегистрированы с помощью специальных средств, прежде всего, 

радиолокационных и оптических систем. Для дальнейшего развития методов 

контролирующего мониторинга морских акваторий, основанных на данных, 

получаемых средствами дистанционного зондирования поверхности моря, 

важно знать, как зависит характер генерируемых подводными источниками 

поверхностных волн от стратификации потока и его глубины. 

Генерации поверхностных волн от обтекаемых подводных препятствий в 

однородных и стратифицированных средах посвящены многочисленные 

исследования, как в лабораторных опытах, так и в рамках теоретических работ. 

В этой ситуации может показаться, что полнота исследования данной 
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гидродинамической проблемы практически достигнута. Однако результаты 

теоретических решений задач о генерации поверхностных возмущений 

представлены в основном в самой общей интегральной форме, и их трудно 

проанализировать из-за сложных подынтегральных выражений. В этом случае 

общие интегральные решения дополнительно требуют разработки специальных 

методов их анализа и получения достаточно простых аналитических 

выражений, допускающих проведение на их основе численных расчетов 

параметров поверхностного волнения. 

Проведенный анализ работ по рассматриваемой теме показал, что в 

природных средах и, прежде всего, в водах Мирового океана, есть еще не 

полностью изученные гидродинамические явления. Это относится к области 

влияния плотностных неоднородностей морской среды, особенностей рельефа 

дна и глубины моря на параметры поверхностных возмущений, возникающих 

при обтекании глубинных препятствий. Следует учесть, что в реальных 

условиях моря в структуре стратификации морской среды характерны 

проявления относительно резких перепадов плотности воды, связанные с 

наличием сезонного термоклина или иных, часто возникающих скачков 

плотности. Поэтому представляет интерес исследование влияния плотностных 

неоднородностей воды на параметры поверхностных возмущений, особенно 

при обтекании препятствий вблизи скачков плотности. И здесь практически 

важно рассмотреть задачу о различие параметров поверхностных возмущений в 
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зависимости от местоположения препятствия относительно скачка плотности: 

над скачком или под ним.  

На состояние свободной поверхности океана влияют как находящиеся в 

толще воды неоднородности (обтекаемые препятствия, изменения рельефа дна, 

полей плотности и течений), так и различные  источники возмущений. Для 

правильной интерпретации данных, полученных при дистанционном 

зондировании морской поверхности, нужно знать причины, вызывающие те или 

иные поверхностные явления. В настоящее время актуальной остается задача 

исследования процессов поверхностных колебаний в неоднородной по 

плотности и нестационарной морской среде и согласования результатов 

моделирования с видимыми поверхностными волнениями. Для детального 

описания широкого круга физических явлений, связанных с динамикой 

поверхностных возмущений неоднородных и нестационарных природных сред, 

необходимо исходить из достаточно развитых математических моделей. Эти 

модели, как правило, оказываются весьма сложными, нелинейными, 

многопараметрическими, и для их полного исследования эффективны лишь 

численные методы .  

Однако, в ряде случаев первоначальное качественное представление об 

изучаемом круге явлений можно получить и на основе более простых 

асимптотических моделей и аналитических методов их исследования. Эти 

модели и методы в дальнейшем входят, в тот набор «блоков», из которых 

складывается общая картина волновой динамики. В этой связи необходимо 
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отметить классические задачи гидродинамики о построении асимптотических 

решений, описывающих эволюцию поверхностных возмущений, возбуждаемых 

локализованными источниками в тяжелой однородной жидкости. Построенные 

модельные решения позволяют в дальнейшем, с использованием средств 

компьютерной математики, получить асимптотические представления 

волновых полей с учетом изменчивости и нестационарности реальных 

природных сред. 

Дистанционные методы играют все более значительную роль при изучении 

волновой динамики океана и атмосферы. Основным средством изучения 

неоднородностей, например, в толще океана должны служить низкочастотные 

звуковые волны, на использовании которых основана, в частности, 

акустическая томография. Однако существует ряд задач, которые вряд ли 

целесообразно решать с помощью акустических средств. Во-первых, 

акустические неоднородности в океане обычно весьма слабы, и необходимость 

их регистрации предъявляет жесткие требования к соответствующим системам 

излучения, приема и обработки. Во-вторых, изучение приповерхностных слоев 

океана акустическими методами обычно возможно лишь на небольших 

дистанциях, в основном с помощью зондирования направленным ультразвуком. 

Здесь может применяться диагностика сверху радиолокационными и 

оптическими средствами, в частности, даже простое фотографирование с 

корабля, самолета, искусственного спутника – дает массу информации о 

морской поверхности (рис. 1). Однако такая диагностика наиболее эффективны 
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именно для изучения поверхности – поверхностных волн, температурных 

свойств тонкого приповерхностного слоя, сильных внутренних волн, 

синоптических вихрей, оказывающих достаточно выраженное влияние на 

спектр поверхностных волн. Однако даже в этом случае получить достоверные 

количественные данные здесь не так просто.  

 

 

Рис. 1. Схема дистанционного зондирования океанической поверхности 

Поэтому необходимо рассматривать и другие возможности изучения 

океанических неоднородностей и движений. Эти возможности связаны с 

искусственным возбуждением в морских условиях поверхностных и 

внутренних волн с целью изучения либо их самих, либо, с их помощью, других 

гидрофизических характеристик океана, например, параметров течений. 

Использование внутренних и поверхностных гравитационных волн для целей 

локации выглядит непривычно и вызывает некоторые очевидные возражения: 

скорость их распространения мала, и возбуждать их, на первый взгляд, трудно. 

Однако, во-первых, время изменчивости изучаемых процессов часто очень 
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велико, а, во-вторых, требуемая мощность возбуждаемых волн оказывается не 

такой уж большой. С другой стороны, использование «медленных» волн имеет 

и явные преимущества. Так, при использовании поверхностных волн при 

изучении океанических течений сразу выявляются, по крайней мере, три 

достоинства. В отличие от акустических волн, на скорость поверхностных волн 

не оказывают заметного влияния изменения температуры морской среды, 

играющие основную роль в акустической томографии. Кроме того, 

чувствительность метода очень велика. Так, типичные скорости главных 

течений и синоптических вихрей su  имеют порядок 0.1 - 1 м/с. Очевидно, что 

относительные изменения времен задержек (волновых чисел зондирующих 

волн) имеют порядок uus / , где u  – фазовая скорость волны. Для звука эта 

величина порядка 1010 43   , тогда как для поверхностных волн с периодом в 

несколько секунд она составляет единицы и десятки процентов. Также 

локальные скорости течений определяются локальными свойствами 

зондирующих поверхностных волн, и ее измерения не требуют решения 

сложных томографических задач. Внутренние гравитационные волны еще 

более чувствительны к изменениям условий их распространения. 

Основные уравнения, описывающие поверхностные волновые возмущения 

стратифицированных сред. Задачи о поверхностных волнах - классические 

задачи гидродинамики и их исследованию в различных постановках посвящено 

большое число работ. С физико-химической точки зрения реальные 

стратифицированные среды (океан, атмосфера) представляет собой сложный 
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объект, однако далее нас будут интересовать только механические свойства 

идеальной жидкости. Как это принято в математической гидродинамике, для 

решения основных волновых задач используется несколько упрощающих 

предположений. В настоящей главе исходными уравнениями для анализа 

волновых движений сред является система уравнений гидродинамики, 

описывающая идеальную, невязкую, несжимаемую среду  
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 21 . Эта система уравнений Эйлера 

должна быть дополнена граничными и начальными условиями. Обычно 

предполагается, что объем жидкости остается неизменным во времени, и 

ограничен областью, через которую жидкость не протекает. Условие 

непротекания означает, что нормальная компонента вектора скорости на 

границе области равна нулю. Граничные условия на свободной поверхности 

существенно отличаются от условия непротекания. Очевидно, что в случае 
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вязкой жидкости необходимо рассматривать другие граничные условия. При 

рассмотрении задач гидродинамики, возникающих в океанологии, области, 

занимаемые жидкостью, имеют огромные размеры, поэтому, например, при 

численном моделировании удобно использовать периодические граничные 

условия. 

Несмотря на то, что в систему (1) - (2) не входит производная по времени 

от давления, уравнения Эйлера являются эволюционной системой с 

выделенной переменной t , означающей время. При изучении динамики 

эволюционных систем необходимо задавать начальные условия. Но так как 

давление может быть определено по полю скоростей при любом 

фиксированном значении t , то начальные условия должны удовлетворять 

соответствующим условиям согласования. 

Система уравнений Эйлера представляет собой сложную математическую 

задачу, как в плане доказательств теорем существования и единственности, так 

и с аналитической и вычислительных точек зрения. Для двумерного случая 

существуют результаты о разрешимости уравнений Эйлера. В трехмерном 

случае результаты о глобальной (по времени) разрешимости уравнений Эйлера 

отсутствуют.  

Двумерный случай существенно отличается от трехмерного случая. 

Предположим, что 03 U ,  03 F , 0




z

p
. Тогда имеем систему уравнений 
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
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021 









y
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Введем вихрь  

012 










y

U

x

U
 

Теперь учитывая, что 
xy

p

yx

p








 22

, из системы (3) можно исключить давление. 

Для этого первое уравнение из системы (3) дифференцируем по переменной y , 

а второе – по x , и вычтем первое уравнение из второго 

 

x

F

y

F

y
U

y

U

x
U

x

U

t 































 21
2

2
1

1
 

 

Учитывая уравнение несжимаемости, можно получить 
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x

F

y

F
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U

x
U

t 





















 21
21                                     (4) 

 

Для решения уравнения (4) необходимо уметь восстанавливать вектор скорости 

),( 21 UU  по вихрю  . С этой целью вводится функция тока: 
y

U



1 , 

x
U




2 , 

которая удовлетворяет уравнению:  . С этим уравнением нужно связать 

соответствующие граничные условия (например, периодические), после чего 

задачу можно решать как численно, так и аналитически. 

Рассмотрим далее двумерное течение идеальной жидкости со свободной 

поверхностью и бесконечно глубоким дном. Пусть идеальная несжимаемая 

жидкость занимает область в плоскости ),( yx , ограниченную свободной 

поверхностью: ),( txy  ,  x , 0t , 0t  . Если считать, что 

движение жидкости потенциально, то существует такая функция ),,( tyx , что 

поле скоростей ),( 21 UU  имеет вид: 
x

tyx
tyxU






),,(
),,(1 , 

y

tyx
tyxU






),,(
),,(2 . Из условия несжимаемости следует, что потенциал 

скоростей удовлетворяет уравнению Лапласа: 0),,(  tyx . 

Рассмотрим движение жидкости в однородном поле тяжести с ускорением 

свободного падения g . Уравнение Лапласа для определения функции ),,( tyx  

является простейшим линейным уравнением в частных производных, однако 
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особая сложность в изучении поверхностных волн заключается в нелинейности 

граничных условий. Тем более, что неизвестной функцией является не только 

потенциал скоростей, но и профиль волны, который определяется функцией 

),( tx . На границе используются два граничных условия. Кинематическое 

граничное условие может быть записано в виде: 0


















yxxt
 при 

),( txy  . Динамическое граничное условие, которое означает, что давление на 

свободной поверхности должно быть равно нулю, имеет вид: 

0
2

1 2





gy

t
 при ),( txy  . Это условие означает также, что 

рассматриваются исключительно поверхностные гравитационные волны. На 

самом деле необходимо учитывать также, например, ветровое волнение. 

Однако математическое моделирование ветрового волнения не является 

предметом отдельных исследований, которые не рассматриваются в настоящей 

главе. На дне выполняется условие непротекания, то есть вертикальная 

компонента скорости равно нулю при y . По переменной x , можно 

использовать, например, периодические граничные условия. Поскольку 

рассматривается нестационарная задача, то необходимо задать также 

начальные условия для функций ),,( tyx  и ),( tx . После этого 

сформулированная задача представляет собой замкнутую систему уравнений, и 

в различных функциональных классах рассматривалась во многих работах. 

Полученная система уравнений является консервативной и сохраняет полную 
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механическую энергию, которая состоит из кинетической T  и потенциальной 

энергий U . 

 
 





2

0

),(
2

2

1
tx

dydxT  






2

0

2 ),(
2

dxtx
g

U  

Рассмотрим далее основные дисперсионные соотношения, описывающие 

линейные поверхностные и линейные внутренние возмущения природных 

стратифицированных сред. Объединенное дисперсионное уравнение, 

описывающее распространение гармонической волны частоты   и волновым 

вектором k  в слое стратифицированной среды толщины H  с постоянным 

распределением частоты Брента-Вяйсяля N  имеет вид 

 

  gkNNkHtg /1 2222                            (5) 

 

В безразмерных переменных  kHk  , N/   уравнение (5) имеет вид  

 

    kBktg /1/1 22                               (6) 

 

 

где gHNB /2  - число Буссинеска. Далее будем предполагать, что 1B  – 

приближение Буссинеска, которое, как уже отмечалось, широко используется 
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при исследовании динамики внутренних волн в океане. Отметим, что число 

Буссинеска характеризует (с точностью до множителя 
2 ) отношение квадрата 

максимальной групповой скорости старшей моды )1( n  внутренних 

гравитационных волн /NH  к квадрату максимальной групповой скорости 

длинных поверхностных волн gH . 

Рассмотрим ниже несколько случаев, которые встречаются при решение 

задач волновой динамики природных стратифицированных сред. Значения 

безразмерной частоты 1 . Тогда уравнение (6) дает два типа 

дисперсионных соотношений. Первый тип описывает длинные поверхностные 

волны: Bk /22
   - в безразмерных переменных, 22 gHk  - в размерных 

переменных. Второй тип описывает внутренние гравитационные волны: 

)/( 22222 nkk    - в безразмерных переменных, )/( 2222222  HnkNk  

- в размерных переменных. Значения 1 . Тогда уравнение (6) запишется в 

виде  

 

    kBk /1/1th 22                                 (7) 

 

Значения безразмерной частоты находятся в пределах B/11   . Тогда 

можно показать, что при этом 1k , и уравнение (7) переходит в соотношение 

Bk /22
   (безразмерные переменные) или в 22 gHk  (размерные 

переменные). Значения безразмерной частоты B/1 . Тогда можно 
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показать, что при этом 1k  , и уравнение (7) переходит в соотношение 

Bk /2
   (безразмерные переменные) или в gk2  (размерные переменные). 

Значения безразмерной частоты B/1 . Тогда уравнение (7) переходит в 

соотношение   kBk /th 2  (безразмерные переменные) или в )(th2 kHgk  

(размерные переменные). 

Таким образом, в приближении Буссинеска внутренние и поверхностные 

волны полностью разделены, и их можно рассматривать независимо друг от 

друга. В частности, замена условий на свободной поверхности 

стратифицированной среды (океана) на приближение «твердой крышки» не 

меняет основные дисперсионные соотношения, описывающие динамику 

внутренних гравитационных волн этой среды. 

Основные методы и подходы к процедурам дистанционных измерений  

волновых возмущений стратифицированных сред. Сущность измерения 

приповерхностных течений посредством возбуждения поверхностных волн 

заключается в следующем. Пусть в некоторой точке морской акватории 

установлены два источника поверхностных волн (волнопродукторы), 

возбуждающие гармонические во времени поверхностные волны. Эти волны 

попадают в исследуемый участок акватории, в котором существуют 

приповерхностные течения с горизонтальной скоростью ),( yxU , где yx, – 

горизонтальные координаты. Предполагается, что длина возбуждаемых 

поверхностных волн   мала по сравнению с масштабом течения в 



 
 

33 
 

горизонтальной плоскости и течение в вертикальной плоскости можно считать 

однородным до глубины порядка  2/ . Впрочем, последнее предположение 

менее существенно, поскольку действие неоднородного по глубине течения 

эквивалентно действию однородного течения с эффективной скоростью 






0

)2exp()(2 dzkzzUk , k  - волновое число, z - глубина. 

Поэтому для целей обнаружения можно рассматривать сравнительно 

короткую поверхностную волну на плавно неоднородном горизонтальном 

течении. Для такой волны локально справедливо обычное дисперсионное 

соотношение с учетом влияния потока: gkyx  ),(kU . Если частота волны 

  известна (она совпадает с часто колебаний волно-продуктора, если только 

течение не испытывает каких-либо быстрых и сильных изменений во время 

измерений), то измеряя волновой вектор k , определяем проекцию kU  на 

направление вектора k  kgkUk /)(  . Если в месте измерения существуют 

две волны с разными k , то таким образом определяются две проекции вектора 

скорости ),( yxU , и этот вектор будет известен полностью. Выбирая оси 

координат x,y, зная углы волновых векторов   относительно этих осей и 

проекции kiU  скорости на направления ik , с помощью геометрических 

соображений получим модуль вектора ),( yxU и угол между ним и осью z 

 

)sinsincos/(cos),(   iikiUyxU
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)sinsin/()coscos(tg 1121212   UUUU kkkik  

 

где i=1,2 соответствуют двум возбуждаемым волнам.  

Таким образом, задача сводится к измерению волнового вектора волны в 

той же акватории, точнее в области, большей по сравнению с длиной волны, но 

малой по сравнению с масштабом изменения ),( yxU , где нужно определить 

течения. Поэтому достаточно иметь локальную информацию о волнах, а 

снимок или радиолокационное изображение большой акватории, сделанный с 

самолета или искусственного спутника, позволяет измерить течение во всех 

точках этой акватории .  

 

 

 

Рис. 2. Схема метода изучения приповерхностных течений (выхода внутренних 

волн на поверхность) с помощью искусственно  

возбуждаемых поверхностных волн: 1,2 – волнопродукторы,  

А – размер «окна наблюдения» 
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В настоящее время общепризнанно, что внутренние волны являются одним 

из важнейших факторов, определяющих уровень турбулентности и тонкой 

структуры океана, и влияют на состояние морской поверхности, 

регистрируемое с помощью средств космической океанографии. В то же время, 

степень изученности процессов взаимодействия внутренних волн с другими 

гидрофизическими полями все еще очень мала, несмотря на растущий интерес 

к этим исследованиям. Основная причина заключается в трудности 

эксперимента, связанного с тщательным количественным измерением 

различных волновых возмущений и установлением корреляций между ними. 

Дело осложняется тем, что условия эксперимента обычно зависят от ряда 

неконтролируемых факторов, в том числе от параметров внутренних волн, 

приходящих в точку наблюдений. В настоящее время известны единичные 

эксперименты по прямому наблюдению взаимодействия внутренних волн с 

турбулентностью и поверхностными волнами в натурных условиях. Но даже в 

этих случаях трудно обеспечить повторяемость результатов из-за изменчивости 

полей внутренних волн в реальных океанических условиях. 

Поэтому перспективным представляется искусственное возбуждение 

внутренних волн в морских условиях с помощью, например, специальных 

волнопродукторов – генераторов, источников волновых возмущений. Это 

может позволить получить калиброванные волны с достаточно хорошо 

контролируемыми и стабильными параметрами. В свою очередь стабильность 
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такого «сигнала» создает возможность его возбуждения и обнаружения даже на 

фоне сильной помехи с помощью стандартных методов обработки, обычных 

для радиофизики и акустики. Существуют некоторые методы обработки 

натурных океанологических данных, позволяющие выделить «сигнал» (пакеты 

распространяющихся внутренних волн) на фоне больших помех. Очевидно, 

вряд ли целесообразно пытаться «засветить» искусственными внутренними 

волнами всю толщу океана – целесообразно использовать верхний (сезонный) 

термоклин, как некоторое канализирующее устройство. Следовательно, речь 

может идти о достаточно высокочастотных внутренних волнах, которые могут 

быть локализованы в сезонном термоклине, где уровень фона изучен 

относительно слабо. Поэтому, вначале необходимо рассматривать 

волнопродуктор, который установлен в области морского шельфа, где 

«внутренняя погода» (шумы, не связанные с внутренними волнами)  обычно 

спокойнее. Этот волнопродуктор должен «засвечивать» сравнительно 

небольшую акваторию, порядка 1-10 км, в которой внутренняя волна может 

надежно выделяться на фоне помех. Еще лучше, если на небольших 

расстояниях  (порядка сотен метров) волна могла бы оказывать заметное 

воздействие на уровень турбулентности в районе термоклина. Это создало бы 

возможность контролировать не только распространение внутренних волн, но и 

их вторичные проявления. 

Чтобы получить предварительно качественное представление о 

возможности выполнения этих условий предположим, что источник волн 
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(волнопродуктор) находится под или над максимумом термоклина, который 

моделируется скачком плотности. В качестве источника волновых возмущений 

можно рассмотреть следующие модели: горизонтально лежащий цилиндр, 

совершающий вертикальные колебания и вертикально расположенная 

пластина, колеблющаяся около горизонтальной оси.  Действие этих источников 

волновых возмущений может быть приближенно представлено системой 

источников и стоков. Так, цилиндр, в первом приближении представим 

системой диполей, а тонкая пластина системой монополей, и тогда для расчета 

генерируемых этими источниками дальних полей внутренних волн можно 

использовать основные результаты линейной теории . 

Теоретические предпосылки дистанционного зондирования основных  

волновых возмущений стратифицированных сред. При дистанционном 

зондировании можно получить сведения об изменениях спектра морской 

поверхности по результатам обратного (резонансного) рассеяния радиоволн . 

Эти изменения (контрасты), как правило, вызваны поверхностными течениями, 

связанными в том числе, с выходом внутренних гравитационных волн на 

поверхность океана. 

Упрощенно модель изменения морского спектра под влиянием 

поверхностных течений можно описать следующим образом. Обозначим через 

),,( krt  энергетический спектр морской поверхности, ),( yxr  - координаты 

на этой поверхности, k - волновой вектор, t - время. Согласно известной 

модели взаимодействия поверхностного течения, которое определяется полем 
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скоростей ),,( tyxU , водится величина  /),,(),,( krkr ttA , где gk - 

дисперсионное соотношение, например, для длинных поверхностных волн, k - 

модель волнового вектора. Эта величина называется плотностью волнового 

действия. Тогда вдоль траектории системы 

k
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
. Данное выражение можно рассматривать, как уравнение 

для определения величины А. В реальных океанических условиях спектр 

поверхностного волнения может быть представлен в виде, не зависящем от 

времени. Тогда уравнение имеет явные решения, которые позволяют по данным 

обратного рассеяния радиоволн получать определенную информацию о зонах 

поверхности моря, занятого течениями и иными поверхностными 

проявлениями внутренних волн. 

Несмотря на то, что еще никому не удалось измерить полный спектр 

внутренних гравитационных волн в океане, имеющиеся оценки различных 

сечений и проекций спектра позволяют получить представление об основных 

чертах этого спектра. Использовав известные факты и теоретические 
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представления, а также сделав ряд смелых, была сделан попытка увязать 

данные по одномерным спектрам температуры и полей течений в различных 

районах Мирового океана в рамках известной единой модели спектра 

внутренних гравитационных волн Гарретта и Манка. Эта модель базируется на 

следующих основных предположениях: 

     1) наблюдаемые колебания гидрофизических характеристик волновых полей 

и течений в пространстве и во времени определяются исключительно 

внутренними гравитационными волнами; 

     2) наблюдаемые волновые поля образуются суперпозицией свободных 

линейных волн со случайными фазами и может быть описана в рамках ВКБ 

приближения метода геометрической оптики (рис. 3-5); 

     3) энергия волн распределена непрерывно в пространстве частот и волновых 

чисел, а не сосредоточена вдоль отдельных поверхностей, соответствующим 

отдельным волновым модам – модальный континуум вместо дискретных мод; 

     4)волновое поле обладает вертикальной симметрией, то есть потоки энергии 

вверх и вниз одинаковы; 

     5)волновое поле горизонтально изотропно; 

     6)данные измерений волновых полей, собраны в различных местах и в 

разное время описывают приблизительно одно и то же универсальное волновое 

поле 
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Рис. 3. Внутренняя гравитационная волна, двигающаяся влево в Кельтском 

море (1983 г.), хорошо описываемая линейной теорией (волна Эйри) 

 

 

Рис. 4. Внутренние приливные гравитационные волны на шельфе Бискайского 

залива – наблюдаемая ярко выраженная лучевая  

модовая структура волновых пакетов (ВКБ приближение) 
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Рис. 5. Внутренние гравитационные волны в море Сулу:  

шкалированный срез скоростей 

 

Все эти предположения позволили создать простую модель полного 

спектра внутренних волн в океане, но некоторые из них нельзя принять 

безоговорочно. Первое предположение кажется наиболее оправданным для 

временных записей изменчивости гидрофизических полей в океане, поскольку 

диапазон свободных внутренних волн имеет четкие границы – частоту 

плавучести Брента-Вяйсяля и инерционную частоту. В этих границах, как 

показывают данные большинства океанологических измерений, колебания, 

связанные с внутренними волнами, действительно доминируют. Сложнее 
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обстоит дело с изменчивостью гидрофизических полей вдоль горизонтальных и 

особенно вертикальных направлений.  

Внутренние волны имеют четкое ограничение пространственных 

масштабов лишь сверху, со стороны длинных волн. Максимальная длина волны 

полностью определяется дисперсионной зависимостью низшей волновой моды. 

Как показывают многочисленные данные натурных океанических и 

атмосферных наблюдений, внутренние гравитационные волны не всегда могут 

доминировать над пространственными колебаниями иного происхождения, 

например фронтами и синоптическими вихрями в горизонтальном направлении 

(рис. 6-8) . 

      

Рис. 6. Внутренние гравитационные волны в проливе Карских ворот Баренцева 

моря  (съемки со спутника «Алмаз», 1991 г.) 
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Рис. 7. Волновой пакет вдоль края континентального шельфа у архипелага 

Вестеролен в Норвежском море.  В каждой группе 10-15 волн (фото спутника 

ERS-2 16 августа 2000г.) 

 

Предположение о линейности волн и допустимости ВКБ приближений 

позволяет установить связи между различными компонентами волновых 

движений на различных горизонтах и между пространственными и 

временными частотами волн. Имеющиеся наблюдения за параметрами 

внутренних волн не обнаруживают существенных отклонений от 

дисперсионных соотношений, вытекающих из линейной теории (рис. 3-5). 
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Рис. 8. Атмосферные внутренние гравитационные волны за Южными 

Сандвичевыми островами в Южной Атлантике (58° ю.ш., 36° з.д.) на снимке 

спутника Aqua (02.11.2004, 20h15m UTC). Площадь наибольшего острова 110 

кв. км, максимальная высота над уровнем моря 1372 м 

Что касается ВКБ приближений (приближений геометрической оптики), то 

они оправданы далеко не всегда, в частности они неприменимы при резких 

изменениях частоты плавучести Брента-Вяйсяля, рельефа дна, вблизи точек 

поворота лучей. Предположение о модальном континууме представляется даже 

более реалистичным, чем картина дискретных волновых мод, так как реальный 

океан слишком изменчивая среда, для того чтобы отдельные моды могли 

сформироваться у колебаний всех масштабов. Достаточно сказать, что скорость 



 
 

45 
 

переменных течений сопоставима со скоростью внутренних волн, и размытие 

дискретного спектра может быть значительным.  

На рис. 9-10 представлены результаты натурных измерений амплитудной и 

фазовых структур приливных внутренних гравитационных волн на шельфе 

Бискайского залива . Полученные натурные данные  показывают, что, 

действительно, полученные волновые картины с ярко выраженной лучевой 

структурой могут (ВКБ приближение) вполне могут наблюдаться в условиях 

реального океана, особенно при исследовании эволюции пакетов внутренних 

гравитационных волн. В частности аналитические, численные и натурные 

данные показывают, что ширина волновых пучков уменьшается при 

приближении к берегу.  

Формально, в линейной постановке, ширина отраженного пучка в ВКБ 

приближении внутренних волн может стать сколь угодно малой при 

соответствующих соотношениях параметров среды (стратификация, угол 

наклона дна). То есть происходит существенная локальная интенсификация 

волн вблизи берега. Однако, очевидно, что в реальных природных 

стратифицированных средах (океан, атмосфера), энергия волнового поля 

остается в таких пространственных областях конечной – включаются 

нелинейные механизмы диссипации и турбулентного перемешивания . 
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Рис. 9. Внутренние приливные волны на шельфе Бискайского залива: 

   амплитуда вектора скорости (м/сек). Модовая и лучевая структура 

наблюдаемых волновых возмущений 

  

Рис. 10. Внутренние приливные волны на шельфе Бискайского залива: 

фаза вектора скорости (градусы). Модовая и лучевая структура наблюдаемых 

волновых возмущений 
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Также может быть оправданным в значительной мере и допущение о 

вертикальной симметрии поля, тогда как горизонтальная изотропность 

внутренних волн – свойство, далеко не обязательное. Но поскольку это 

допущение сильно упрощает модель (горизонтальная изотропия может быть 

присуща волновым полям вдали от источников возмущений), его можно 

использовать. Самым оторванным от реальности представляется 

предположение об универсальности измеряемых в различных районах 

Мирового океана гидрофизических полей, так как оно полностью пренебрегает 

изменчивостью и разнообразием гидрологических параметров океана. Однако, 

несмотря на идеализирующие предположения, модель Гарретта-Манка неплохо 

описывает волновые колебания в океане. Эта модель выдержала проверки 

предпринятые многочисленными исследователями в разных районах Мирового 

океана. 

Результаты теоретического изучения генерации и распространения 

внутренних гравитационных волн, могут быть использованы для описания, в 

том числе, волнового шлейфа в океане за движущимся тропическим циклоном 

(ураганом), подветренных волн в стратифицированной атмосфере при 

обтекании орографических препятствий (изолированных гор, островов в 

океане) и многочисленных других задач волновой динамики природных 

стратифицированных сред . В частности, в формировании волновых картин в 

атмосфере Земли участвуют инерционно-гравитационные волны, 
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обусловленные плотностной стратификацией этой природной среды. 

Представленная на рис.8  картина фазовых линий полей внутренних 

гравитационных волн в атмосфере качественно подобна известной волновой 

картине корабельных волн от движущегося источника возмущений. Здесь так 

же присутствуют боковые и поперечные волны, отвечающие различным ветвям 

фазовых кривых. Основное отличие, как известно,  состоит в том, что для 

корабельных волн угол полураствора волнового клина θ ≈ 19.5° не зависит от 

скорости перемещения источника волновых возмущений. В то же время для 

подветренных волн в стратифицированной вращающейся атмосфере Земли эта 

зависимость очень сильная. Интересно отметить, что картины подветренных 

волн обнаруживаются даже на спутниковых фотографиях атмосферы Марса. 

Таким образом, полученные аналитические представления  фазовых 

поверхностей образуют волновую картину полей внутренних гравитационных 

волн от движущегося локализованного источника. Поэтому на основе этих 

представлений можно изучать структуры волнового шлейфа в океане за 

движущимся тропическим циклоном (ураганом), системы подветренных волн в 

атмосфере Земли и другие задачи эволюции волн в природных 

стратифицированных средах, имеющие, в том числе, прикладное значение. 
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2.ПОВЕРХНОСТНЫЕ ВОЛНОВЫЕ ВОЗМУЩЕНИЯ ПРИ 

ОБТЕКАНИИ ДВУХСЛОЙНЫМ ПОТОКОМ ЖИДКОСТИ 

БЕСКОНЕЧНОЙ ГЛУБИНЫ 
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Рассматривается задача о возбуждении поверхностных возмущений при 

поперечном обтекании препятствия в виде цилиндрического тела потоком 

идеальной жидкости, состоящей из двух слоѐв постоянной плотности: 1  

(верхний слой) и 2  (нижний), с условием 1 2  . Толщина верхнего слоя — H

, нижний слой — бесконечно глубокий. Поток стационарно обтекает 

препятствие, локализованное либо над границей раздела слоев, либо под ней.  

 

Рис. 1. Схема движения диполя в верхнем слое двухслойной жидкости   

в начальный момент времени  

Цилиндрическое препятствие моделируется точечным диполем с 

моментом R , внезапно (в момент времени 0t  ) пришедшим в движение вблизи 

границы раздела слоев с постоянной скоростью V , направленной 

горизонтально (вдоль оси x , совпадающей с невозмущенным положением этой 

границы). Движущийся в направлении отрицательных x  диполь поместим 
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вначале на горизонте 0z z  в верхнем слое (рис. 1), а затем на горизонте 0z z   

— в нижнем (рис. 3). Исследуется установившаяся картина поверхностных 

волн вдали от диполя, и в силу линейности  в дальнейшем рассматривается 

диполь с единичным моментом.  

Препятствие над слоем скачка. Рассмотрим задачу о возбуждении 

поверхностных возмущений движущимся над слоем скачка плотности 

препятствием, расположенным в начальный момент времени в точке 0(0 )z . 

Введем потенциал скоростей ( )x z t   , U  , ( )U u v  , где u v  — 

соответственно горизонтальная и вертикальная компоненты вектора скорости в 

произвольной точке потока. Тогда для потенциала   имеем уравнение 

Пуассона и соответствующие граничные условия:  

 

0

2

1 1 1 2

2

2 2

1 1 2 2
1 22 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 при 0
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при 0

x z t t z z x Vt x z t t

g z H z
t z z z

g g z
t z t z

  

 


             

     

      
   

         
        

       

 (1) 

Здесь ( )   — дельта-функция, ( )    — ее производная, g  — ускорение 

свободного падения;  

 
1

2

( ) 01 0
( ) ( )

( ) 00 0

x z t zt
t x z t

x z t zt


        
     

        
 

Правая часть уравнения Пуассона соответствует движущемуся диполю, 

находящемуся в произвольный момент времени t  ( 0)t   в точке 0( )Vt z  . Первое 
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граничное условие описывает постоянство давления на свободной поверхности 

жидкости, второе условие означает равенство вертикальных скоростей по обе 

стороны границы раздела слоев, а третье условие — равенство давлений по 

разные стороны этой границы.  

Для трансформанты Фурье  

 ( ) ( )ikx i tk z e dx e x z t dt
 

 

         

задача (1) преобразуется к виду ( k  — волновое число,   — частота)  
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0 при при 0

при 0

k
k z z

z kV

g z H z
z z z

g g z
z z






   

  
    

 
             
  

                
    

 (2) 

  

 

1

2

01

1

02

( ) 0
( )

( ) 0

( )
( )

( ) 0

k z z H
k z

k z z

k z z z H
k z

k z z z











     
    

    

     
   

     

 

Решение 
1
( )k z    с точностью до множителя, зависящего только от k  и 

 , удовлетворяющее первому граничному условию в (2), имеет вид  

 2 ( ) 2 ( )

1
( ) ( ) ( )k z H k z Hk z gk e gk e             (3) 

Решение 
2
( )k z    ищется в виде ( ) ( )kz kzP k e Q k e     . Для полноты 

решения последнее нужно ―сшить‖ с решением 2( ) ( ) k zk z C k e        ( 0)z   c 

помощью граничных условий при 0z  . На этом пути получим  
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 2 2

2 12

2

2 1

( ) ( ) ( )

( )( )

kz

kz

k z gk gk e

gk e

    

   

      

   
 (4) 

 

Окончательно решение 1( )k z   ищем в виде  

 
01

1

02

( ) ( )
( )

( ) ( ) 0

A k k z z z H
k z

B k k z z z

 


 

      
   

      
 

где 
1
( )k z    и 

2
( )k z    определены в (3) и (4). Для нахождения функций ( )A k   

и ( )B k   воспользуемся условием ―сшивки‖ решения при 0z z , вытекающим из 

первого уравнения, фигурирующего в задаче (2):  

 

0

0 01 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

z z

A k k z B k k z

k z k z k
A k B k

z z kV

    

  
 




       


      
         

 

Решая эту систему, получим выражения для ( )A k   и ( )B k  :  

 

02

01

( )
( )

( )
( )

k z k
A k

W kV

k z k
B k

W kV











 
   


    

 

 

  

 

2 2 2

2 1 1

2 2 1
1

2 1

4 ( ch sh )( )( ( ))

( ) th
( )

th

W k kH kH gk k

gk kH
k

kH

    

 


 

    


 



 

В конечном итоге получаем  
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  0 0

1

2 2 2

2 1 2 1

2 1

2 ( ) 2 ( )

2 2 2

1

2

2

2

( )

( ) ( ) ( )( )

4 ( ch sh )

( ) ( )

( )( ( ))

( )

(

k z k z

k z H k z H

k
k z

kV

g k g k e g k e

k k H k H

g k e g k e

g k k

k
k z

kV

g k




      

 

 

  




 

 
 
 
  

   

      
 
 

   


           
 

      

      


     

   


  

 

0 0

2 2

1 2 1

2 1

( ) ( )2 2

2 2 2

1

) ( ) ( )( )

4 ( ch sh )

( ) ( )

( )( ( ))

k z k z

k z H k z H

g k e g k e

k k H k H

g k e g k e

g k k

    

 

 

  

    
 
 

      
 
 

        


      

      
 

     

 (5) 

 

Здесь важно отметить, что в формулах (5) везде вместо k  стоит k  , кроме 

множителя ( )k kV  . Это обусловлено тем, что в решении 2( )k z   

содержится k   для обеспечения убывания решения с глубиной при всех k  

(положительных и отрицательных).  

В дальнейшем нас будет интересовать величина возвышения поверхности 

жидкости:  

 
1 ( )

( )
z H

x z t
x t

g t




  
   


 

Трансформанта Фурье последней связана с ( )k z    следующим образом:  

 ( ) ( )
i

k k H
g


         

Далее, используя выражения из (5), получим  
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  0 02 2 2

2 1 2 1

2 2 2

2 1 1

( )

( ) ( ) ( )( )

2 ( ch sh )( )( ( ))

k z k z

ik
k

kV

g k g k e g k e

k k H k H g k k

 


       

    

 
 
 
  

   

  


           
 

            

 

 

Обратное преобразование Фурье от ( )k   представляется в виде  

 
2

1
( ) ( )

4

ikx i tx t e dk k e d   


 

 

 

      (6) 

Здесь контур интегрирования по   слегка смещен в верхнюю полуплоскость. 

Интеграл по   вычислим, замыкая контур интегрирования в нижнюю 

полуплоскость с учетом полюсов в точках kV  , g k     , 1( )k     .  

Установившемуся режиму движения диполя в системе координат 

x Vt   , движущейся вместе с ним, соответствует предел выражения (6) при 

t  . При этом вклады полюсов g k      и 1( )k      при t   

стремятся к нулю. Например, при учете полюса gk   и деформации 

исходного контура интегрирования по k  в путь наискорейшего спуска, 

проходящего через точку стационарности фазы, соответствующие полюса не 

пересекаются (и не дают вкладов в интеграл), а вклад стационарной точки при 

t   ведет себя как (1 )O t  . Вклад полюса kV   дает  
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e dk
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

 
 

   

 

  

 



 


       
 

          

   
 

          


 (7) 
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где 2 2 2

1( ) ( ) ( )k k k V         , а контур интегрирования слегка смещен в верхнюю 

полуплоскость. Для оценки интеграла (7) разобьем область интегрирования на 

два интервала (рис. 2):  

 1 2( ) I I      

  

 
0

1 0 2 0

0

( ) ( )

i i

ik ik

i i

I F k z e dk I F k z e dk

 

 

 

 

 

 

        

Сделав в первом интеграле замену k u  , получим  

 1 0

0

( )

i

ik

i

I F k z e dk











    

 

Рис. 2. Контуры интегрирования для 1I  и 2I  — сплошные линии,   

пунктирные кривые — направления замыкания контуров  
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Рассмотрим случай больших положительных  . Замкнув контур 

интегрирования для 1I  в верхней полуплоскости, а для 2I  — в нижней 

полуплоскости, получим, что ( )   состоит из двух слагаемых. Первое 

слагаемое — интегралы типа Лапласа по мнимой оси, представляющие 

неволновую часть решения. Это слагаемое описывает впадину свободной 

поверхности непосредственно над рассматриваемым диполем. Можно показать, 

что при больших   его асимптотика есть 2(1 )O  . Второе слагаемое, 

определяющее собственно волновую структуру, — это вклады двух полюсов 

2k g V   и k k . Первый полюс соответствует поверхностной моде  

 

2
0

1
П 3 2 2 2

2 1

2

2
( )

( ch( ) sh( ))(1 ( ))

sin( )

gz V
ge

R
V g V g V g V

g V


 

  





  
    

  

 (8) 

 

Второй полюс k , где k  — действительный корень уравнения ( ) 1k  , 

отвечает внутренней моде  
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k

V kH kH kV g k


 
 

  

 


  





   
  

  

 
 

  

 (9) 

 

Отметим, что внутренняя мода существует (т.е. уравнение ( ) 1k   имеет 

вещественный корень k ) в случае, когда значение V  меньше некоторого крV  , 

которое определяется из соотношения  
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 2 1
кр.

2

1V gH




 
   

 
 (10) 

 

При больших отрицательных значениях   контуры для вычисления 1I  

замкнем в нижней полуплоскости, а для 2I  — в верхней. В этом случае 

соответствующие полюса вкладов не дадут, а интеграл по мнимой оси по-

прежнему ведет себя, как 2(1 )O  . Отметим, что математическое представление 

поверхностных возмущений (8) и (9) имеет относительно простую физическую 

интерпретацию, которую совместно с результатами расчетов амплитуды 

возмущений рассмотрим позднее.  

  

Рис. 3. Схема движения диполя в нижнем слое двухслойной жидкости   

в начальный момент времени  

Препятствие под слоем скачка. В аналогичной постановке рассмотрим 

задачу о возбуждении поверхностных возмущений при движении 
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моделируемого точечным диполем препятствия под слоем скачка плотности 

жидкости. В начальный момент времени диполь находится в точке 0(0 )z  (рис. 

3). С введением потенциала скоростей ( )x z t   , U  , ( )U u v   (u v  — 

соответственно горизонтальная и вертикальная компоненты поля скоростей 

жидкости) математическая постановка данной задачи принимает вид  
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2
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      
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        

       

 (11) 
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( ) 0
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x z t z H
x z t

x z t z

      
    

     
 

В терминах трансформанты Фурье потенциала  

 ( ) ( )ikx i tk z e dx e x z t dt
 

 

         

задача (11) формулируется следующим образом:  
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                
    

 (12) 
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Решение 1( )k z  , удовлетворяющее первому граничному условию в 

(12), имеет вид  

 2

1( ) ( )( sh ( ) ch ( ))k z A k k z H gk k z H           

Решение 
1
( )k z    ищется в виде ( )sh ( )chB k kz D k kz    . Для полноты 

решения последнее нужно ―сшить‖ с решением 1( )k z   ( 0)z   c помощью 

граничных условий при 0z  . На этом пути получим  

  1
( ) ( ) ( )sh ( )chk z A k b k kz d k kz             

  

 

2

2 2
21 1

2

2 2

( ) ch sh

( ) 1 sh ch

b k kH gk kH

g k
d k kH gk kH

 

 
 

  

   

  
        

  

 

 

Для нахождения неизвестной функции ( )A k   воспользуемся условиями 

―сшивки‖ решений 
1
( )k z    и 

2
( ) ( ) k zk z C k e        при z  0z , следующими из 

первого уравнения в задаче (12):  

 
 

0
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kV

  

  


     


         
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или   

 

0

0

0 0

0 0

( sh ch ) 0

1
( ch sh )

kz

kz

b kz d kz A e C

b kz d kz A e C
kV





     



   


 

Решая эту систему, получим выражения для A  и C :  

 

0

0 0

( )
( )( )

sh ch
( )

( )( )

kz
e

A k
kV b d

b kz d kz
C k

kV b d








  

 


    
  

 

 

В итоге получаем  
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 (13) 
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 2 2 1
1

2 1

( ) th
( )

th

gk kH
k

kH

 


 





 

— дисперсионное соотношение для внутренней волны. Здесь, как и в формулах 

(5), везде вместо k  стоит k  , кроме множителя ( )k kV  . Это обусловлено тем, 

что в решении 
2
( )k z    содержится k   для обеспечения убывания решения с 

глубиной при всех значениях k  (как положительных, так и отрицательных).  

Далее, как и в первой задаче, проведем расчет величины возвышения 

поверхности жидкости с использованием процедуры обратного преобразования 

Фурье. В итоге для трансформанты Фурье с использованием выражения для 

1( )k z   из (13) получим  

 
03

2

2 2 2

2 1 1

( )

( ch sh )( )( ( ))

k z

k
k

kV

i e

k H k H g k k

 


 

    

 

  


 
          

 (14) 

Проводя обратное преобразование Фурье по  , из (14) имеем следующее 

выражение для стационарной части поверхностных возмущений при t   в 

системе отсчета, связанной с движущимся диполем:  
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2

2

2 1

1
( )

2 ( ch sh )( )(1 ( ))

k z ikk e e dk

V k H k H k g V k


 

   

   



 
 

             (15) 

где 2 2 2

1( ) ( ) ( )k k k V         , x Vt   , а контур интегрирования слегка смещен в 

верхнюю полуплоскость. Для оценки интеграла (15) разобьем область 

интегрирования на два интервала (рис. 2):  

 1 2( ) I I      
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1 0 2 0

0
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 

 

 

 

        

 

В итоге, проводя процедуры расчетов аналогично первой задаче, получим 

окончательные выражения для амплитуд двух мод волновой структуры 

(генерируемых диполем с моментом R ): поверхностной моды  

 

2
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 (16) 

 

и внутренней моды  
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2
В 2

2 1

2
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R k

kH kH k g V k



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  





  
   

 (17) 

Отметим, что как и для первой задачи, внутренняя мода возникает в 

случае, когда V  меньше некоторого крV  , которое определяется тем же 

соотношением (10), что и для задачи (1). Поверхностная же мода в обоих 

случаях существует при любых значениях величины скорости набегающего 

потока, как и в классической задаче об обтекании препятствия потоком 

однородной жидкости бесконечной глубины .  

Анализ и численные расчеты для реальных условий моря. Механизм 

генерации поверхностных возмущений, возникающих при обтекании 
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подводного препятствия и описываемых выражениями (8)–(9) и (16)–(17), 

относительно прост и представляется следующим образом. Так, для задачи (1) 

поверхностная мода (8) отражает эффект непосредственного обтекания 

дипольного препятствия потоком жидкости. В этом случае возмущения от него 

распространяются вверх (с выходом на поверхность, что и описывается (8)) и 

вниз. В последнем случае это вызывает возмущения самого слоя скачка 

плотности воды, колебания которого, в свою очередь, эволюционируют как 

вниз, исчезая на бесконечности (в рамках поставленной задачи), так и вверх, 

вызывая вторичные возмущения поверхности воды, что и описывается (9). При 

этом очевидно, что по своей энергии (и импульсу) вторичные колебания (за 

счет внутренней моды) слабее первых (соответствующие расчеты будут 

рассмотрены ниже).  

В условиях задачи (11) — обтекание под границей раздела слоев — на 

распространение возмущений от препятствия вверх существенное влияние 

оказывает скачок плотности, ―забирая‖ часть их энергии на свое возбуждение. 

Остальная часть (с учетом диссипации) идет на генерацию поверхностных 

возмущений, описываемых (16). В свою очередь, возбуждение от скачка, 

эволюционируя вверх, формирует вторичную (внутреннюю) моду (17) на 

поверхности воды. А возмущение от препятствия вниз полностью исчезает на 

бесконечности.  
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На рис. 4–6 наглядно продемонстрирован эффект влияния скачка 

плотности на изменение амплитуды поверхностной волны, возникающей при 

обтекании диполя.  

Расчеты велись при значениях параметров, соответствующих реальным 

условиям открытого моря. Так, плотность верхнего слоя моря можно выбрать 

как 3

1 1022кг м   , а плотность нижнего — 2  в пределах 3 3

21023кг м 1029кг м   

. Таким плотностям отвечают значения параметра 1 2     в пределах 

0 993 0 999    . На графиках 4–6 расчеты проводились для трех вариантов 

мощности скачка плотности: 1 0 996   , 2 0 998    и 3 0 999   . Момент диполя R  

задавался пропорциональным скорости его движения V : 21600мR V  .  

Для исследования влияния глубины локализации скачка расчеты велись 

при 50мH   и 70мH  , а положение препятствия (диполя) ограничивались 

тремя горизонтами: 0 7мz  , 4м  и 1м  как сверху, так и снизу  от уровня границы 

раздела слоев воды.    
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Рис. 4. Амплитуды поверхностной моды при обтекании препятствия над 

слоем скачка плотности и под ним в случаях 50мH   и 70мH    
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Рис. 5. Амплитуды внутренней моды при обтекании препятствия над 

слоем скачка плотности и под ним в случае 50мH    
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Рис. 6. Амплитуды внутренней моды при обтекании препятствия над 

слоем скачка плотности и под ним в случае 70мH    
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На рис. 4 приведены кривые амплитуд поверхностной моды B , 

рассчитанные над слоем скачка плотности (верхние три линии) и под ним 

(нижние три линии) для случаев 50мH   и 70мH  . Здесь следует отметить, что 

на каждой кривой расположены три группы точек, соответствующие трем 

значениям i  ( 1 2 3i    ), что указывает на независимость поверхностной моды от 

мощности скачка плотности воды, т.е. такая мода проявляется непосредственно 

за счет обтекания диполя. Далее, на графиках видно, что амплитуды 

возмущений над скачком плотности существенно (в несколько раз!) выше 

соответствующих амплитуд под скачком. Сравнение значений B  для двух 

различных глубин скачков плотности (50м  и 70м ) показывает, что углубление 

скачка также приводит к существенному уменьшению амплитуды возмущений 

на поверхности воды.  

На рис. 5–6 приведены кривые, соответствующие амплитудам внутренней 

моды B , рассчитанные над слоем скачка плотности (верхние части) и под ним 

(нижние части) для случаев 50мH   и 70мH  . Необходимо отметить, что в 

обоих случаях с приближением препятствия к слою скачка амплитуда 

внутренней моды возрастает, т.е. уменьшению 0z  соответствует увеличение B . 

На представленных графиках видно, что проявления амплитуд внутренней и 

поверхностной моды на интервале скорости обтекания препятствия V  

существенно разнесены между собой. Так, внутренняя мода в зависимости от   

проявляется лишь при небольших скоростях V , а область проявления 

поверхностной моды существенно сдвинута в сторону больших V . Это 
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обусловлено ―привязкой‖ внутренней моды к структуре скачка плотности (см. 

выражение (0)).  

Сравнивая амплитуды возмущений внутренней (рис. 5–6) и 

поверхностной (рис. 4) мод, нужно отметить их существенную разницу в 

сторону увеличения последней (как и следовало ожидать). При этом, в отличие 

от поверхностной моды, для внутренней моды различно и ее поведение в 

случаях обтекания диполя над скачком плотности и под ним, причем как по 

форме, так и по величине B . Это указывает на характерную роль скачка 

плотности как неоднородности, блокирующей выход возмущений на морскую 

поверхность. Продолжая анализ кривых на рис. 5–6, отметим, что, как и в 

случае поверхностной моды, локализация по вертикали скачка плотности также 

влияет и на эволюцию внутренней моды и ее характеристики на поверхности 

воды. Однако в последнем случае это влияние несколько меньше.  

Заканчивая анализ поверхностных возмущений, возникающих при 

обтекании препятствий в виде диполя, важно отметить, что параметры 

подобных поверхностных колебаний воды неоднократно выявлялись при 

радиолокационном мониторинге морской поверхности, проводимом в рамках 

специальных натурных экспериментов . 
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3.МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОВЕРХНОСТНЫХ ВОЛНОВЫХ 

ВОЗМУЩЕНИЙ ПРИ ОБТЕКАНИИ ИСТОЧНИКОВ В 

ПОТОКЕ: СВОБОДНАЯ ГРАНИЦА И  «ТВЕРДАЯ КРЫШКА» 
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Особенность в потоке под ―твердой крышкой‖. Пусть стационарный плоский 

поток идеальной несжимаемой однородной жидкости, ограниченный 

горизонтальной твердой стенкой, обтекает точечную особенность (источник 

или диполь), расположенную под этой стенкой. Введем оси координат: ось X  

направим вдоль стенки, а ось Y  — вертикально вверх против вектора силы 

тяжести. Вначале рассмотрим задачу об обтекании плоского тела, 

моделируемого источником. Пусть поток со скоростью c , направленной вдоль 

оси X , набегает на источник мощности Q , находящийся в точке Z iH   (где 

Z X iY  , H  — расстояние от стенки до источника). Будем считать течение 

потенциальным. Пусть ( ) ( ) ( )W Z X Y i X Y      — его комплексный потенциал, 

( )X Y   — потенциал, ( )X Y   — функция тока ( ( )X Y   и ( )X Y   являются 

сопряженными гармоническими функциями), а U  и V  — компоненты вектора 

скорости в произвольной точке потока. Тогда комплексный потенциал ( )W Z , 

аналитичный в нижней полуплоскости всюду за исключением точки Z iH  , 

должен удовлетворять следующим граничным условиям: условию 

непротекания на стенке  

 0 при 0 или 0 при 0
dW

V Y Im Y
dZ

 
     

 
 (1) 

условию однородности течения вдали от источника вверх по потоку  

 при 0
dW

c X Y
dZ

    (2) 

а также условию  
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 ln( ) при
2

Q
W Z iH Z iH


    (3) 

указывающему на местоположение источника.  

Введем безразмерные переменные по формулам:  

 
X Y Z Q W

x y z q w
H H H cH cH cH cH

 
 

               (4) 

В этих переменных математическая постановка исходной задачи об 

определении аналитической функции W , удовлетворяющей условиям (1–3), 

имеет вид:  

 

( ) 0 при 0

0 при 0

1при 0

( ) ln( ) при
2

w z Im z z i

dw
Im y

dz

dw
x y

dz

q
w z z i z i



      


     
  



    



   

 (5) 

Задача (5) решается методом отражений: в точке z i , симметричной с 

местоположением исходного источника относительно действительной оси, 

помещается еще один источник мощности q , а функция w  ищется как сумма 

комплексных потенциалов этих источников и однородного потока. Таким 

образом, функция  

  ln( ) ln( )
2

q
w z i z i z


      (6) 

представляет собой искомый комплексный потенциал обтекания источника под 

твердой крышкой. В дальнейшем рассматриваются регулярные ветви 

логарифмов из (6): для ln( )z i  выбирается ветвь в плоскости z  с разрезом вдоль 
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луча [ )i i  , принимающая действительные значения на верхнем берегу 

разреза, а для ln( )z i  — ветвь в плоскости z  с разрезом по лучу [ )i i , также 

принимающая на верхнем берегу разреза действительные значения. С учетом 

сказанного выше для функции тока ( )x y   получаем из (6) следующую 

формулу:  

 ( ) [arg( ( 1)) arg( ( 1))]
2

q
x y x i y x i y y


          (7) 

где 0 arg( ( 1)) 2 0 arg( ( 1)) 2x i y x i y          . Линии тока определяются 

соотношением ( )x y const   . Далее мы будем интересоваться 

разветвляющимися линиями тока, проходящими через критическую точку 0z , 

которая находится из условия 
0

0
z z

dw

dz 

 . Из (6) имеем для 0z  квадратное 

уравнение: 2

0 0 1 0
q

z z


   , дискриминант которого 
2

4
q

D


 
  
 

. Разветвляющаяся 

линия тока охватывающая источник существует лишь при 0D  , т.е. при 2q   

(в противном случае критическая точка 0z  расположена на действительной оси, 

и источник моделирует выступ на крышке). Решая полученное квадратное 

уравнение при условии что 2q  , находим 0 0 0z x iy   ( 0 0y  ): 

2

0 1
2 2

q q
z i

 

 
    

 
. Далее по формуле (7) вычисляем значение функции тока в 

критической точке:  



 
 

78 
 

 
   

2

0 0 0

2 2

2 2

( ) 1
2

1 1 1 1
arctg arctg

2 2 2

q q

q
x y q

q

q q

 

 


  

 
      

 

    
       

           
    

 

Таким образом, имеем уравнение разветвляющейся линии тока 

(сепаратрисы):  

 0[arg( ( 1)) arg( ( 1))]
2

q
x i y x i y y 


         (8) 

 

Задача об обтекании точечного диполя с моментом M  решается 

аналогично, поэтому приведем лишь окончательные формулы без 

дополнительных пояснений. Комплексный потенциал рассматриваемого 

течения ( )w z , функция тока ( )x y   и комплексно-сопряженная скорость 
dw

dz
 

записываются следующим образом:  

 
2 2 2 2

2

2 2

1 1
( )

2

1 1
( )

2 ( 1) ( 1)

1
1

( 1)

m
w z z

z i z i

m y y
x y y

x y x y

dw m z

dz z








 
      

  
      

    


   



 

Здесь 
2

M
m

cH
 , а остальные безразмерные переменные определены в (6.3.4). 

Критическая точка 0 0 0z x iy   ищется как корень уравнения 
0

0
z z

dw

dz 

  или  
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 4 2

0 0(2 ) 1 0
m m

z z
 

 
      

 
 

удовлетворяющий условиям 0 00 0x y   :  

 
2

0

1
2 8

2

m m m
z i

  

 
 
 
 
 
  

   
        

   
 

а искомая разветвляющаяся линия тока определяется из соотношения  

 0 02 2 2 2

1 1
( )

2 ( 1) ( 1)

m y y
y x y

x y x y




  
      

    
 

Отметим, что сепаратриса целиком лежит ниже стенки (и не совпадает с ней) 

лишь при 8m   (в противном случае диполь моделирует выступ на стенке).  

Особенность в потоке со свободной поверхностью. Рассмотрим теперь в 

линейной постановке плоскую задачу о нахождении разветвляющейся линии 

тока при установившемся обтекании точечного источника потоком однородной 

жидкости со свободной границей (т.е. об определении формы тела, 

моделируемого точечным источником). Геометрию задачи и обозначения 

сохраним теми же, что и в предыдущем случае: поток со скоростью c , 

направленной вдоль положительной оси X , набегает на источник мощности Q , 

расположенный на глубине H  (в точке Z iH  ). Отметим, что на этот раз ось 

X  совпадает с невозмущенной свободной границей жидкости.  

Комплексный потенциал рассматриваемого течения представим в виде:  

 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

W Z W Z cZ X Y i X Y

X Y i X Y c X iY

        

        
 (9) 
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Обозначим через ( )X  форму свободной поверхности, а через U  и V , как и 

ранее, — компоненты вектора скорости в произвольной точке потока:  

 1 1( ) ( )U U X Y c V V X Y
X X Y Y

   
          

   
 (10) 

Предполагая, что возмущения скорости течения и свободной границы 

затухают вверх по потоку, приходим к следующим граничным условиям:  

 при ( 0) и ( ) 0 при
dW

c X Y X X
dZ

      (11) 

Поскольку свободная поверхность жидкости является линией тока, вдоль 

нее справедлив интеграл Бернулли (динамическое условие на свободной 

границе), который с учетом (10) и (11) записывается в виде:  

 
2 2

2 21 1 11 1
2 ( )

2 2

a ap p
c c g X c

X Y X


 

 
 
 
 
 
 

     
          

     
 

где   — плотность жидкости, ap  — давление вдоль поверхности раздела ―газ–

жидкость‖ (атмосферное давление). Пренебрегая в этом соотношении 

квадратами малых величин 1

X




 и 1

Y




, приходим к следующему краевому 

условию:  

 1

( )

( )
Y X

c
X

g X






  


 

Считая последнее условие выполненным не на свободной поверхности 

( )Y X  (форма которой неизвестна заранее и подлежит определению), а на 

прямой 0Y  , окончательно имеем :  
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 1

0

( )
Y

c
X

g X





  


 (12) 

Совершаемая в результате этого ошибка имеет более высокий порядок 

малости, чем правая часть в (12). Действительно, по формуле Тейлора находим:  

 
2

1 1 1 1 1

( ) 0 0 00

( )
Y X Y Y YY

X … o
X X Y X X X


   

      
      

      
 

Положим далее ( ) 0X Y    вдоль свободной границы. Отсюда с учетом 

(9) имеем:  

 1 ( )
( ) ( )

Y X
X Y c X





      

Перенося это условие со свободной поверхности на ось абсцисс (что допустимо 

в рамках линейной теории), получаем кинематическое граничное условие  

 1

1
( ) ( 0)X X

c
       (13) 

Исключим из соотношений (12) и (13) ( )X . С учетом того, что 1

X





 

1dW dW
Im i Im i c

dZ dZ

    
     

    
, 1 1 [ ]ImW Im W cZ    , получим:  

 
2

ï ðè 0
dW g

Im i W c Y
dZ c

 
    

 
 

Отсюда, в частности следует, что  

 
2

2 2
0 при 0

d W g dW
Im i Y

dZ c dZ

 
    

 
 (14) 

Кроме того для ( )W Z  должна быть выполнена асимптотическая оценка 

(3), означающая, что в точке Z iH   расположен источник мощности Q . В 
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безразмерных переменных (4) исходная задача о нахождении комплексного 

потенциала ( )W Z , удовлетворяющего условиям (11,14, 3), имеет вид:  

 

2

2

( ) 0 при 0

0 при 0

1при 0

0 при 0

( ) ln( ) при
2

w z Im z z i

d w dw
Im i E y

dz dz

dw
x y

dz

Im w x y

q
w z z i z i



      


        


     

    



   


 (15) 

Здесь 
2 2

1gH
E

c F
  , F  — число Фруда по глубине источника.  

Для отыскания решения задачи (15) заметим прежде всего, что функцию  

 1( ) ( )w z w z z    (16) 

можно представить в виде  

 1( ) ln( ) ( )
2

q
w z z i g z


     

где ( )g z  — регулярная в нижней полуплоскости функция. Следовательно,  

 
2

1 1
12 2

1 1
( ) ( )

2 ( ) 2

d w dw iq qE
f z i E f z

dz dz z i i z i 
      

 
 (17) 

где функция 1( )f z  также регулярна в нижней полуплоскости. Поскольку из 

второго условия в (15) вытекает, что ( )f z  принимает действительные значения 

на действительной оси, то по принципу симметрии Римана – Шварца ее можно 

аналитически продолжить в верхнюю полуплоскость, полагая ( ) ( )f z f z , где 

0Im z  . Следовательно,  
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 12

1 1
( ) ( ) ( 0)

2 ( ) 2

iq qE
f z f z Im z

z i z ih 
    

 
 (18) 

где функция 1( )f z  регулярна в верхней полуплоскости. Заметим далее, что 

функция  

 
2 2

1 1 1 1
( )

2 ( ) 2 2 ( ) 2

iq qE iq qE
F z

z i z i z i z i   
    

   
 

представима в виде (17) и (18) а также удовлетворяет краевому условию 

( ) 0 при 0ImF z y  , равносильному второму условию в (15). Считая, что ( )f z  

регулярна в бесконечно удаленной точке и ( ) 0f   , приходим к выводу, что 

( ) ( )f z F z . Поэтому для искомой функции 1( )w z  справедливо следующее 

дифференциальное уравнение:  

 
2

1 1

2 2 22 ( ) ( )

d w dw q i i E E
i E

dz dz z i z i z i z i

 
       

    
 (19) 

Общим решением однородного уравнения, соответствующего (19), будет 

1( ) iEzw z A Be  . Для отыскания частного решения неоднородного уравнения 

(19) воспользуемся методом вариации произвольных постоянных: считая A  и 

B  функциями z , подставим ( )A A z  и ( )B B z  в (19). На этом пути получим 

следующую систему дифференциальных уравнений для определения функций 

( )A z  и ( )B z :  

 

2 2

0

2 ( ) ( )

iEz

iEz

dA dB
e

dz dz

dB q i i E E
E e

dz z i z i z i z i






  




             

 (20) 

откуда имеем  
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2 22 ( ) ( )

dA q i i E E

dz E z i z i z i z i

 
     

    
 

Следовательно,  

 
1 1

( ) [ln( ) ln( )]
2 2

iq q
A z z i z i

E z i z i 

 
          

 (21) 

Из второго уравнения системы (20) находим ( )B z :  

 
2 2

( )
2 ( ) ( )

z

iEtq i i E E
B z e dt

E t i t i t i t i


 
      

    
  

С помощью интегрирования по частям приходим к следующим формулам:  

 
2

1

( )

z z ziEt iEz iEt
iEte e e

dt e d iE dt
t i t i z i t i

  

 
     

    
    

и  

 
2( )

z ziEt iEz iEte e e
dt iE dt

t i z i t i
 

   
     

Поэтому  

 
1 1

( )
2

z iEt
iEziq q e

B z e dt
E z i z i t i 



 
       

  (22) 

Из (21) и (22) находим:  

 1( ) ( ) ( ) [ln( ) ln( )]
2

z iEt
iEz iEzq q e

w z A z B z e z i z i e dt
t i 

 



       
  

откуда с учетом соотношения (16) получаем искомое выражение для 

комплексного потенциала:  

 ( ) [ln( ) ln( )]
2

z iEt
iEzq q e

w z z i z i e dt z
t i 





      
  (23) 
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Здесь интегрирование осуществляется по любому пути, лежащему в 

полуплоскости 0zIm  , а ветви логарифмов выбраны теми же, что и в (6). 

Дифференцируя (23) по z , находим комплексно-сопряженную скорость u iv :  

 
2

1
1

z iEt
iEzdw q i e

u iv iEe dt
dz z t i





 
       

  
  

а выделяя в (23) мнимую часть, получаем выражение для функции тока ( )x y  :  

 

( ) [arg( ( 1)) arg( ( 1))]
2

z iEt
iEz

q
x y x i y x i y y

q e
Im e dt

t i










        

 
  

 


 (24) 

где, как и ранее, arg( ( 1)) [0 2 )x i y     , arg( ( 1)) [0 2 )x i y     . Далее из уравнения 

0

0
z z

dw

dz 

  определяется критическая точка 0 0 0z x iy  , лежащая в нижней 

полуплоскости. Наконец, приравнивая функцию тока ( )x y   ее значению в 

точке 0z , получаем искомое неявное соотношение для разветвляющейся линии 

тока:  

 

0

[arg( ( 1)) arg( ( 1))]
2

z iEt
iEz

q
x i y x i y y

q e
Im e dt

t i










      

 
   

 


 (25) 

0 0 0( )x y   . 

Рассмотрим теперь вопрос о нахождении асимптотического положения 

сепаратрисы при больших положительных x . Для этого сначала вычислим 

асимптотику интеграла 
x iy iEte

J dt
t i






 , фигурирующего в (25), с точностью до 
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1
O

x

 
 
 

. Выбрав в качестве пути интегрирования ломаную линию, состоящую из 

луча ( ]x  и вертикального отрезка [ ]x x iy  , представим J  в виде суммы 1 2J J

, где 1

x iEte
J dt

t i



 , 2

x iy iEt

x

e
J dt

t i




 . В свою очередь интеграл 1J  запишем в 

следующем виде: 1 3

iEt iEt

x

e e
J I J dt dt

t i t i

 



   
   . Для вычисления I  введем 

вспомогательный контур R , составленный из отрезка [ ]R R   и 

полуокружности RC  ( z R  , 0 arg z   ). В силу леммы Жордана 0

R

iEt

C

e
dt

t i


 , 

поэтому lim

R

iEt

R

e
I dt

t i



 . Так как подынтегральная функция 

iEte

t i
 имеет в верхней 

полуплоскости единственную особую точку (а именно полюс первого порядка в 

точке z i ), то по теореме о вычетах 2 res 2

R

iEt iEt
E

z i

e e
dt i ie

t i t i
  




 
  . Следовательно, 

2 EI ie  . Далее, с помощью интегрирования по частям приходим к 

следующему соотношению для 3J :  

 
3 2

2 2

1

( ) ( )

1 1

( )

iEt iEt iEt

x xx

iEx iEx

e e e
J d dt

t i iE iE t i iE t i

i e i e
O O

E x i x i E x x

 
 

    
   

   
       

    

 
 

откуда находим 
1 3 2

1
2

iEx
E i e

J I J ie O
E x x

   
      

 
.  

Перейдем теперь к оценке интеграла 2J . Имеем:  
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 2 1

0 0
( 1) 1

x iy y yiEt iEx E iEx E

xx

e e e e e
J dt id i d

t i x i x i

 


 



  


   

       

Разлагая подынтегральную функцию в ряд Тейлора по степеням 
1

i
x

 
, 

нетрудно получить искомую оценку для 2J :  

 2 2 2

0

1 (1 ) 1
yiEx Ey iEx

Ee i e e
J i e d O O

x x E x x

 


    
       

   
  

Следовательно, 
1 2 2

1
2

Ey iEx
E ie e

J J J ie O
E x x




  
      

 
 и  

 ( 1)

2

1
2 cosE yq q

Im J qe Ex O
Ex x 

  
      

 
 (26) 

 

Найдем далее асимптотику первого слагаемого в левой части уравнения 

(24) для функции тока ( )x y  . Для точек, лежащих на верхней ветви 

сепаратрисы, имеем  

 

3

[arg( ( 1)) arg( ( 1))]
2

1 1 1
2 arctg arctg

2

q
x i y x i y

q y y q y
q O

x x x x




 

     

    
        

   

 (27) 

Аналогично на нижней ветви сепаратрисы  

 

3

[arg( ( 1)) arg( ( 1))]
2

1 1 1
4 arctg arctg 2

2

q
x i y x i y

q y y q y
q O

x x x x




 

     

    
        

   

 (28) 

Подставляя (26), (27), (28) в (25) и пренебрегая членами высшего чем 

1
O

x

 
 
 

 порядка малости, получаем искомые уравнения, определяющие 



 
 

88 
 

асимптотическое поведение соответственно верхней и нижней ветвей 

сепаратрисы при x :  

 ( 1)

0

1 1
2 cosE yq

y qe Ex y
E x




 
     

 
 (29) 

 

 ( 1)

0

1 1
2 cosE yq

q y qe Ex y
E x




 
      

 
 

 

Вычислим еще амплитуду волны на верхней ветви сепаратрисы. 

Отбрасывая в левой части (29) слагаемое порядка 
1

O
x

 
 
 

, перепишем это 

соотношение в виде:  

 0

( 1)
cos

2 E y

y
Ex

qe





  (30) 

Рассматривая последнее уравнение как неявное задание зависимости y  от 

x , нетрудно определить 1y  и 2y , т.е. асимптотическое положение верхней и 

нижней границ верхней ветви сепаратрисы. Действительно, правая часть в (30) 

монотонно возрастает при отрицательных y , поэтому 1y  определяется как 

корень уравнения  

 0

( 1)
1

2 E y

y

qe





   

а 2y  является отрицательным корнем уравнения  

 0

( 1)
1

2 E y

y

qe





    
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откуда для искомой амплитуды a  имеем формулу  

 2 1

1
( )

2
a y y    (31) 

 

Отметим еще, что асимптотика верхней ветви сепаратрисы в задаче об 

обтекании источника вблизи твердой стенки записывается в виде  

 

   
2 2

2 2

2

2

1 1 1 1
arctg arctg

2 2 2

1
1 1

2

q q

q
y

q q

q q
O

x x

 

  

 









     
        

             
    

    
        

    

 

откуда следует, что на этой ветви  

 

 

 

2

2

2
2

2

1 1
arctg

2 2

1 1
arctg 1

2 2

q

q

q
y

q

q

q





 

 

  
   

    
 

 
     

        
 

 (32) 

при x .  

Решение задачи об определении формы тела, обтекание которого потоком 

со свободной поверхностью моделируется диполем, выглядит следующим 

образом:  
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2

2 2

2 2 2 2

1 1
( )

2

2
1

( 1)

1 1
( )

2 ( 1) ( 1)

z iEt
iEz

z iEt
iEz

z iEt
iEz

m imE e
w z e dt z

z i z i t i

dw m iz iE e
E e dt

dz z z i t i

m y y
x y

x y x y

mE e
Re e dt y

t i

 




















 
        

 
     

   

  
    

    

 
  

 







 

— соответственно комплексный потенциал, комплексно-сопряженная скорость 

и функция тока. Искомая разветвляющаяся линия тока, охватывающая 

рассматриваемый диполь, задается соотношением  

 
2 2 2 2

0 0

1 1

2 ( 1) ( 1)

( )

z iEt
iEz

m y y

x y x y

mE e
Re e dt y x y

t i










  
  

    

 
     

 


 

где 0 0 0z x iy   — корень уравнения 
0

0
z z

dw

dz 

  такой, что 0 0x  , 0 0y  .  

На рис. 1 приведены результаты расчета формы тела, моделируемого 

источником в потоке вблизи твердой стенки, для всех значений его мощности q

, принадлежащих множеству {1 0 5 0 2 0 1}      . Для сравнения пунктиром 

изображены сепаратрисы в задаче об обтекании источника той же мощности 

безграничным потоком. С целью качественной интерпретации результатов 

расчетов введем параметр D  (размерный), характеризующий толщину 

обтекаемого тела при x . Ясно, что в обоих случаях значение D  может 

быть вычислено по формуле D Q c  . Обозначим также через Y  размерное 

асимптотическое смещение тела, моделируемого источником вблизи стенки, по 
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сравнению с телом, моделируемым в безграничном потоке, а через Dy  — 

относительное смещение Y D  . Заметим, что для Dy  справедлива формула  

 D

Y H cH y
y y

H D Q q

 
       (33) 

где y Y H    . Возвращаясь к обсуждению рис. 1, можно отметить, что наличие 

стенки в потоке искажает форму моделируемого источником тела, делая его 

несимметричным относительно прямой 1y    и смещая при x  вниз 

примерно на четверть толщины (т.е. 1 4Dy    ). Кроме того, при уменьшении q  

параметр относительного смещения Dy  не стремится к нулю, как этого можно 

было бы ожидать. С целью математического объяснения этого эффекта заметим 

прежде всего, что в задаче об обтекании источника безграничным потоком на 

верхней ветви разветвляющейся линии тока при x  выполнено 

асимптотическое соотношение 1 2y q   . Отсюда с учетом (32) и (33) 

получаем  

 

   
2 2

2 2

2

1 1 1 11
arctg arctg

2 2 2

1 1 1
1

2 2

q q

Dy
q q

q

q q

 

  



    
       

            
    

 
     

 

 

Разлагая при малых q  правую часть последней формулы в ряд Тейлора по 

степеням q , приходим к равенству 2 31 4 (8 ) ( )Dy q O q       , находящемуся в 

полном соответствии с рис. 1. Сказанное выше иллюстрируется также рис. 2, на 
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котором изображен график зависимости величины относительного смещения 

Dy  от мощности q .   

 

 

 

a) 1q    

 

б) 0 5q     

 



 
 

93 
 

в) 0 2q     

 

г) 0 1q     

Рис. 1. Источник у стенки при различных значениях q    

(пунктиром — источник в безграничном потоке)  

  

Рис. 2. Зависимость смещения Dy  от мощности источника q   

Нетрудно также показать, что относительно сходимости при H   

решения задачи об обтекании источника у стенки 1( )Y X  к соответствующему 
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решению задачи о его обтекании безграничным потоком 2 ( )Y X  справедливы 

следующие два утверждения:  

а) 1 2lim ( ) ( ) 0
H

Y X Y X


    для X , т.е. при любых значениях X  имеет место 

поточечная сходимость.  

б) Для 0   и 1 2X X R   существует такое значение 0H H , что 

1 2( ) ( )Y X Y X     при любых 1 2[ ]X X X   и 0H H . Другими словами, на любом 

конечном отрезке оси X  эта сходимость носит равномерный характер. Однако, 

как указывалось выше, она не является равномерной на всей оси X .  

Таким образом, в задаче об отыскании формы тела, обтекание которого 

моделируется источником у стенки, наличием последней нельзя пренебрегать 

(т.е. считать поток безграничным) ни при каких значениях параметра q .  

Для рассмотрения результатов численных расчетов в задаче об обтекании 

диполя вблизи стенки введем параметр r , равный радиусу цилиндра, 

эквивалентного обтеканию диполя с моментом m  в безграничном потоке. 

Известно, что (2 )r m   . В отличие от задачи об обтекании источника вблизи 

стенки в данном случае при 0r   решение сходится к соответствующему 

решению задачи об обтекании диполя безграничным потоком. На рис. 3 

сплошными линиями представлены результаты расчета формы тела, 

моделируемого диполем вблизи стенки при {0 9 0 75 0 5 0 35}r        , пунктиром 

изображены контуры цилиндров радиуса r . Видно, что с убыванием r  

относительное искажение формы тела, отвечающего диполю, уменьшается, 
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становясь весьма незначительным уже при 0 35r   . Таким образом, при 

моделировании обтекаемого у стенки тела диполем ее присутствие можно не 

учитывать при 0 35r   , тем самым считая поток безграничным.   

  

a) 0 9r     

 

б) 0 75r     

 

в) 0 5r     
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г) 0 35r     

Рис. 3. Диполь у стенки при различных значениях r    

(пунктиром — диполь в безграничном потоке)  

 

a) 2E    

 

б) 2 5E     
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в) 3E    

 

г) 4E    

Рис..4. Источник под свободной поверхностью при различных значениях 

E , 0 2q    (пунктиром — источник у стенки)  

Обратимся теперь к вопросу о возможности замены свободной 

поверхности твердой крышкой. Вначале рассмотрим случай обтекания 

источника. В качестве параметра Da , характеризующего степень искажения 

моделируемого им тела по сравнению с телом, соответствующим обтеканию 

источника вблизи стенки, выберем отношение амплитуды волны (размерной) 

на верхней ветви сепаратрисы к толщине D , введенной выше. Ясно, что 

Da a q  , где величина a  определена ранее (формула (31)). Примем за критерий 



 
 

98 
 

возможности замены свободной поверхности твердой стенкой выполнение 

условия 0 01Da   . Как показывают проведенные численные эксперименты, 

выполнение данного условия обеспечивается при 1 3q E   . Например, на рис. 

4 изображена эволюция формы моделируемого источником тела при изменении 

величины E  от 2  до 4  для случая 0 2q    (пунктиром показано 

соответствующее положение тела в потоке, ограниченном твердой стенкой). 

Как видно, уже при 3E   волна на сепаратрисе становится практически 

неразличимой. На рис. 5 приведены графики зависимости параметра Da  от 

величины E  при различных значениях q . Положение каждой конкретной 

кривой ( )D Da a E  слабо зависит от мощности источника q  и неравенство 

0 01Da    выполнено при 1 3q E   .   

  

Рис. 5. Зависимость амплитуды волны Da  от параметра E    

при различных значениях q  (сверху вниз: 1 0 5 0 1q q q       )  
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Итак, при моделировании обтекаемого тела источником свободную 

поверхность можно заменить твердой стенкой, если выполнены условия 1q   и 

3E  . Необходимо также отметить, что в данной задаче поток со свободной 

поверхностью нельзя заменять безграничным ни при каких значениях q  и E .   

 

a) 0 9r    

 

б) 0 75r    

 

в) 0 5r    
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г) 0 35r    

Рис. 6. Диполь под свободной поверхностью при различных  

значениях r , 5E   (пунктиром — диполь у стенки)  

 

 

 

a) 0 9r    

 

б) 0 75r    
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в) 0 5r    

 

г) 0 35r    

Рис. 7. Диполь под свободной поверхностью при различных 

значениях r , 5E   (пунктиром — диполь в безграничном потоке) 

В задаче об обтекании диполя потоком со свободной поверхностью 

проведенные вычисления показывают, что последнюю можно заменить твердой 

стенкой при выполнении условий 0 35 5r E    . Для примера на рис. 6 

сплошными линиями показано изменение формы тела, соответствующего 

диполю с моментом 22m r  в потоке со свободной поверхностью при 

{0 9 0 75 0 5 0 35}r         и 5E   (пунктиром изображено положение тела, 

моделируемого тем же диполем в потоке с твердой стенкой). Различие между 

этими случаями становится несущественным при 0 35r   . Небезынтересно 

также отметить, что в задаче об обтекании диполя при выполнении 



 
 

102 
 

вышеуказанных условий поток со свободной границей можно считать 

безграничным. Сказанное иллюстрируется рис. 7, на котором сплошными 

линиями показано то же, что и на рис. 6.3.6, а пунктиром изображены контуры 

цилиндров радиуса r . Следовательно, если 0 35r    и 5E  , то при 

моделировании обтекаемого тела диполем свободную поверхность можно 

заменить твердой стенкой либо считать поток безграничным.  

Таким образом, полученные результаты, показывают, что источник в 

потоке у твердой стенки моделирует полубесконечное затупленное тело, 

несимметричное относительно горизонта его локализации. При малых 

значениях мощности q  далеко вниз по потоку это тело смещено вниз примерно 

на четверть своей толщины по сравнению с телом, соответствующим 

обтеканию источника безграничным потоком. При уменьшении q  параметр 

относительного смещения Dy  не стремится к нулю, поэтому в задаче об 

отыскании формы тела, обтекание которого моделируется источником у 

стенки, наличием последней нельзя пренебрегать (т.е. считать поток 

безграничным) ни при каких значениях параметра q . Диполь с моментом m  в 

потоке под твердой крышкой моделирует цилиндрическое тело. С убыванием 

параметра (2 )r m    относительное искажение формы этого тела по 

сравнению с круговым цилиндром радиуса r , отвечающим обтеканию того же 

диполя безграничным потоком, уменьшается, становясь незначительным при 

0 35r   . Поэтому при моделировании обтекаемого у стенки тела диполем ее 

присутствие можно не учитывать при 0 35r   , тем самым считая поток 
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безграничным. Источник в потоке со свободной границей моделирует 

несимметричное затупленное тело с гофрированной поверхностью. Отношение 

Da  амплитуды волны на верхней части этой поверхности к толщине тела 

становится меньше 0.01, если 1q   и 3E  , поэтому при моделировании 

обтекаемого тела источником свободную поверхность можно заменить твердой 

стенкой при выполнении условий 1q   и 3E  . Однако поток со свободной 

поверхностью нельзя заменять безграничным ни при каких значениях q  и E . 

Если 0 35r    и 5E  , то при моделировании обтекаемого тела диполем 

свободную поверхность можно заменить твердой стенкой либо считать поток 

безграничным.  
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4.ПОВЕРХНОСТНЫЕ ВОЛНОВЫЕ ВОЗМУЩЕНИЯ ПРИ 

ОБТЕКАНИИ ИСТОЧНИКОВ ДВУХСЛОЙНЫМ ПОТОКОМ 

КОНЕЧНОЙ ГЛУБИНЫ 
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В предыдущих разделах исследовался механизм генерации 

поверхностных волн, возникающих при обтекании подводных препятствий 

вблизи скачка плотности в условии бесконечной глубины, и было показано, что 

амплитуды поверхностных волн зависят от мощности скачка плотности, 

глубины его погружения и относительной локализации препятствия в 

окрестности самого скачка плотности. В настоящем разделе исследуется 

подобная задача в модельном океане конечной глубины, и ее результаты 

сравниваются с результатами, полученными в предыдущих разделах.  

Рассматривается двухслойный поток идеальной жидкости, ограниченный 

горизонтальным дном, стационарно обтекающий точечный диполь с моментом 

m . Обозначим толщину верхнего слоя H , нижнего — 1H , а плотности 

соответственно 1  и 2  ( 1 2   ). Требуется определить волновую часть 

возмущений свободной поверхности, распространяющихся вниз по потоку. 

Начало координат поместим на невозмущенной границе между слоями 

жидкости, ось x  направим вдоль этой границы, а ось y  вертикально вверх. 

Препятствие локализовано либо под границей раздела двух слоев (рис. 1), либо 

над ней (рис. 5) на оси y . Решение обеих задач проводим в рамках теории 

малых возмущений.  
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Рис. 1. Обтекание диполя, локализованного в нижнем слое двухслойного потока 

Препятствие в нижнем слое. Вначале рассмотрим случай, когда диполь 

находится под скачком плотности, т.е. в точке (0 )h . Пусть скорость 

установившегося потока при x  равна V . Предполагая течение 

потенциальным, представим комплексно-сопряженную скорость в каждом из 

слоев в виде k kV U   , k k kU u iv  , ( {1 2})k   . Обозначим отклонение свободной 

поверхности от ее невозмущенного положения y H  через ( )x , а величину 

возвышения границы раздела слоев потока через ( )x . Поскольку вдоль линии 

тока ( )y H x   вектор скорости произвольной частицы жидкости коллинеарен 

ее касательной, то  

 1

1 ( )

( )

y H x

v
x

V u



 

  

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Линеаризуя данное условие и перенося его со свободной поверхности на 

прямую y H , имеем кинематическое граничное условие  

 1 ( ) приv V x y H     (1) 

Аналогично получаем линеаризованное кинематическое условие вдоль 

поверхности раздела слоев  

 1 2( ) ( ) при 0v V x v V x y       (2) 

Отсюда имеем одно условие для вертикальных компонент скорости: 

 1 2 при 0v v y    (3) 

Так как возмущения от диполя затухают вверх по потоку, то интеграл 

Бернулли вдоль линии тока ( )y H x   можно записать следующим образом:  

 
( )2 2

0 01

1 1

( )
( ( ))

2 2

p x pV
g H x gH




 

 
       

где 0 ( )p x  — давление вдоль свободной поверхности, ( )

0 0lim ( )
x

p p x


 , g  — 

ускорение свободного падения. Считая давление постоянным вдоль всей 

свободной поверхности, получаем динамическое условие на границе верхнего 

слоя:  

 
2 2

1

( )

( )
2

y H x

V
x

g





 

  
   

которое посредством линеаризации преобразуется к виду  

 1( ) при
V

x u y H
g

      (4) 
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Продифференцируем равенство (4) по x  и из получившегося 

соотношения исключим величину ( )x   с помощью формулы (1). В результате 

придем к граничному условию для компонент вектора скорости:  

 1
1 2

0 при
u g

v y H
x V

 


     


 (5) 

 

Интегралы Бернулли, записанные для линий тока на верхней и нижней 

сторонах поверхности раздела слоев ( )y x , выглядят следующим образом:  

 

2 ( ) 21 1
1 1 1 1

2 ( ) 22 2
2 2 2 2

( ) ( ) при ( )
2 2

( ) ( ) при ( )
2 2

p x g x p V y x

p x g x p V y x

 
   

 
   





       

       

 

где 1( )p x  и 2 ( )p x  — давления вдоль соответствующих сторон этой поверхности, 

( )

1 1lim ( )
x

p p x


 , ( )

2 2lim ( )
x

p p x


 . Поскольку при переходе через поверхность 

разрыва касательных скоростей давление непрерывно, то 1 2( ) ( )p x p x , ( ) ( )

1 2p p   

и два предыдущих равенства могут быть приведены к одному условию для 

компонент скорости: 

 2 2 2 21 2
1 1 1 1 2 2 2 2(2 ) ( ) (2 ) ( ) при ( )

2 2
Vu u v g x Vu u v g x y x

 
             

Пренебрегая в последнем соотношении квадратами малых величин ku  и kv  (

{1 2}k   ) и перенося его на невозмущенное положение скачка плотности, 

получаем линеаризованное динамическое условие на границе раздела слоев:  

 1 1 2 2( ( )) ( ( )) при 0Vu g x Vu g x y         
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Продифференцируем обе его части по x  и в полученное равенство 

подставим выражения для величины ( )x  , следующие из формул (2). В 

результате приходим к граничному условию для возмущений скорости на слое 

скачка плотности, не содержащему неизвестной функции ( )x :  

 1 2
1 1 2 2 при 0

u u
v v y

x x
   

   
   
   
   
   

 
    

 
 (6) 

Кроме того, на дне бассейна должно быть выполнено условие 

непротекания  

 2 10 приv y H     (7) 

 

Перепишем соотношения (6.4.5), (6.4.6), (6.4.3), (6.4.7) соответственно в 

терминах возмущений комплексно-сопряженной скорости: 

 1
1 0 при

dU
Im i U y H

dz


 
 
 
 
 

     (8) 

 

 1 2
1 2 при 0

dU dU
Im i U Im i U y

dz dz
  

   
   
   
   
   

      (9) 

 

 1 2 при 0U U yIm Im    (10) 

 

 2 10 приU y HIm      (11) 
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где 1 2    , z x iy  . Таким образом, исходная задача сведена к отысканию 

функций 1( )U z  и 2 ( )U z , удовлетворяющих граничным условиям (8)–(11), причем 

1( )U z  регулярна в полосе x   , 0 y H  , а 2 ( )U z  — в полосе x   , 

1 0H y    всюду за исключением точки z ih  , в которой она имеет полюс 

второго порядка (так как в этой точке расположен диполь). Возмущение 

свободной поверхности по отношению к ее равновесному положению 

вычисляется с помощью динамического условия на границе верхнего слоя (4).  

В соответствии с вышесказанным будем искать комплексно-

сопряженную скорость 1( )U z  в виде ее разложения в интеграл Фурье по 

волновым числам, а 2 ( )U z  как сумму комплексно-сопряженной скорости, 

индуцированной диполем в безграничном потоке, и регулярной функции, 

представленной интегралом Фурье:  

 1

0

( ) ( )
2

ikz ikzm
U A k e B k e dk





 
 
 

    (12) 

 

 2 2

0

1
( ) ( )

2 ( )

ikz ikzm
U C k e D k e dk

z ih



 
 
 

 
     

 
  (13) 

Применив равенство  

 0

2

0

если
1

( )
если

kh ikz

kh ikz

ke e dk y h

z ih
ke e dk y h










   


  

     






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получим из (13) выражение для функции 2 ( )U z  в областях нижнего слоя, 

находящихся над и под точкой локализации диполя соответственно:  

 0

2

0

[( ( )) ( ) ] если
2

( )

[ ( ) ( ( )) ] если
2

kh ikz ikz

ikz kh ikz

m
ke C k e D k e dk y h

U z
m

C k e ke D k e dk y h







 






     


 
      







 (14) 

Подставив формулы (12) и (14) для комплексно-сопряженных скоростей 

1( )U z  и 2 ( )U z  в граничные условия (8)–(11), перепишем последние в следующем 

виде: 

 

1

0

0

0

0

[ ( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) )]sin 0

[ { ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))} ( ( ) ( ))

( ( ) ( ))]sin 0

[ ( ) ( ) ( ) ( )]sin 0

[ ( ) ( ( ))

kH kH kH kH

kh

kh

kh

kH kkh

k A k e B k e A k e B k e kx dk

k A k B k A k B k k ke C k D k

ke C k D k kx dk

A k B k ke C k D k kx dk

C k e ke D k e



 





 















   

      

   

    

 







 1 ]sin 0
H

kx dk


















 

Выполнение этих равенств эквивалентно одновременному обращению в 

нуль сомножителей в подынтегральных выражениях, стоящих в квадратных 

скобках перед sin kx . Отсюда имеем неоднородную систему линейных 

алгебраических уравнений для определения неизвестных функций ( )A k , ( )B k , 

( )C k , ( )D k :  

 

1 11
( )

( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

kH kH

kh

kh

kH k h HkH

k e A k e B

k A k B k C k D k k e

A B C D ke

e C e D ke

 

      













 


   

        

   

 
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Решая ее, получаем следующие выражения для ( )A k  и ( )B k : 

 

 

 

2 2 2

1

2 2

1 1

1

2 2 2

1

2 2

1 1

1

( ) 2 ( ) ch ( ) (1 )( )

ch ( ) (1 ) (1 ) ch ( )

2 sh ( )}

( ) 2 ( ) ch ( ) (1 )( )

ch ( ) (1 ) (1 ) ch ( )

2 sh ( )}

kH

kH

A k k k e k H h k

k H H k k H H

k k H H

B k k k e k H h k

k H H k k H H

k k H H

  

  



  

  



 
 
 



 
 
 

     

       

  

      

       

  

 

Подставив последние в соотношения (12) и (4) и воспользовавшись 

формулами для суммы и разности гиперболических функций, приходим к 

следующему интегральному представлению искомой величины возвышения 

свободной поверхности:  

 

2

1

10

2 2 2

1 1

ch ( )
( )

ch ch

cos

[ (1 ) ] th th (th th )

m k k H h
x

V kH kH

kx dk

k k kH kH k kH kH




   




 

 
    


 

Выбрав в качестве характерного вертикального масштаба толщину 

верхнего слоя H , а в качестве горизонтального — величину 1 2V g    , перейдем 

к безразмерным переменным:  

 
2 2 2

1
1 1 02 2 2 2

1 0

1

1 1

k m gH
X x Z M E H

H VH V

gH gh
E H E h

V V

F

F F


  



 

           

       

 (15) 

где F , 1F , 0F  — числа Фруда соответственно по глубине верхнего слоя, глубине 

нижнего слоя и расстоянию от диполя до невозмущенной поверхности раздела. 

В переменных (15) выражение для отклонения свободной границы запишется в 

виде  



 
 

115 
 

 

2

1 0

10

2 2

1 1

ch( )
( )

ch ch

cos

[ (1 )] th th (th th )

E EME
Z X

E E

X d

E E E E

 

  

 

       




 

 
    


 (16) 

 

Асимптотическое положение свободной поверхности далеко вниз по 

потоку (при X  ) определяется неотрицательными нулями знаменателя 

подынтегрального выражения в (16), т. е. неотрицательными корнями 

уравнения  

2 2

1 1[ (1 )]th th (th th ) 0E E E E                                                     

Введем в рассмотрение параметр 2 1

2

1
 

 



   , обозначающий 

относительный перепад плотности, (по условию 0 1  ) и перепишем это 

уравнение в виде  

2

1 2 1 2
1 2 1 2 2

1 2

(1 th th ) (th th )
( ) где ( )

( 1) th th

E E E E
f E E f E E

E E

     
  

  

  
       


     (17) 

Введем следующие обозначения: 0 1 2 1 2
0

( ) lim ( )f E E f E E





      

1 2
1 1 2

0

( )
( ) lim

f E E
f E E







  
  


 

2

1 2
2 1 2 20

( )
( ) lim

f E E
f E E







  
  


 Проведя соответствующие 

преобразования, можно убедиться в справедливости равенств  

 
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2
0 1 2 2 1 2

1 2 1 2

1 2( ) 2( 3 ) 6( 1)
( ) ( ) ;

3

E E E E E E E E E E E E
f E E f E E

E E E E

        
       

из четности функции f  по переменной   имеем 1 1 2( ) 0f E E  .  
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Далее, как показывают численные эксперименты относительно поведения 

функции 1 2( )f E E  , имеет место утверждение: а) если 2 1 2( ) 0f E E  , то 

1 2( )f E E   монотонно убывает по   на полуинтервале [0 1) ; б) если 2 1 2( ) 0f E E  , 

то 1 2( )f E E  имеет единственный максимум в точке 0 1 2( ) (0 1)E E    , т.е. 

функция 1 2( )f E E   возрастает при 0[0 ]    и убывает при 0[ 1)   . Кроме того, 

очевидно 1 2
1

lim ( )f E E





    .  Следовательно, поведение функции 1 2( )f E E   на 

полуинтервале [0 1)  определяется знаком ее второй производной при 0  , и 

уравнение (17) может иметь не более двух корней на интервале (0 1) .  

 

Рис. 2. Кривые и области, рассматриваемые на плоскости параметров 1E E  

На рис. 2 на плоскости параметров 1E E  изображена кривая 2 , 

определяемая уравнением 2 1( ) 0f E E  . Она имеет горизонтальную и 
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вертикальную асимптоты 1 1E   и 1E   (т. е. на 2  
1 1
lim

E
E


   1

1
lim
E

E


  ). Кривая 

2  симметрична относительно биссектрисы первого и третьего координатных 

углов и проходит через точку (1 1) , поэтому в этой точке она пересекает 

биссектрису под прямым углом, а прямая 1 2E E  , перпендикулярная 

упомянутой биссектрисе и также проходящая через точку (1 1) , является 

касательной к 2 . Уравнение 0 1( ) 0f E E   задает в первом квадранте отрезок 1 , 

соединяющий точки (1 0)  и (0 1) . Кривая 2  и отрезок 1  разбивают первую 

четверть на три области. В области 2 , расположенной над 2 , выполнены 

неравенства 2 1( ) 0f E E   и 0 1( ) 0f E E  , в области 1 , находящейся между 2  и 1  

— 2 1( ) 0f E E  , 0 1( ) 0f E E   и, наконец в области 0 , являющейся внутренностью 

треугольника с вершинами в точках (0 0) , (1 0) , (0 1)  — 2 1( ) 0f E E  , 0 1( ) 0f E E  .  

 

Рис. 3. Два качественно различных варианта поведения функции 

1( )f E E   на интервале (0 1)   
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Исследуем теперь вопрос о количестве корней уравнения (17) на 

интервале (0 1)  в зависимости от значений параметров 1E E  и   (

10 0 0 1E E       ). Вначале сформулируем критерии существования двух 

корней. Из графических соображений (см. рис. 3(а)) ясно, что этот случай 

реализуется тогда и только тогда, когда функция 1( )f E E   (рассматриваемая 

как функция переменной  ) имеет локальный максимум в точке 0 (0 1)    и 

значение параметра   лежит внутри интервала 0 1 0 1( ( ) ( ))f E E f E E    ,   т. е.  

 
2 1

0 1 1
(0 1)

( ) 0

( ) max ( )

f E E

f E E f E E


 
 

  
      


 

Вопрос о наличии у уравнения (17) хотя бы одного корня на интервале 

(0 1)  решается положительно в каждом из следующих двух случаев.   

I. Функция 1( )f E E   имеет максимум в точке 0 (0 1)    и величина   не 

превосходит этот максимум (рис. 3(а)), что равносильно выполнению 

следующей системы неравенств:  

 
2 1

1
(0 1)

( ) 0

max ( )

f E E

f E E


 
 

 
    


 

II. Функция 1( )f E E   монотонно убывает на интервале (0 1)  и    

1 0 1
[0 1)

max ( ) ( )f E E f E E



 

      (рис. 3(б)), т. е.  

 
2 1

0 1

( ) 0

( )

f E E

f E E

  


  
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Для визуализации полученных критериев на плоскости 1( )E E  сделаем 

ряд вспомогательных утверждений. Во-первых, нетрудно убедиться, что 

уравнение 0 1( )f E E    определяет гиперболу   с асимптотами 1E    и 1 1E   . 

Отсюда сразу же следует, что ее правая ветвь п  целиком расположена в 

области 2 , поскольку, как показано выше, граница 2    лежит вне области  

 
1

1

1.

E

E

 



 

Отметим также, что неравенство 0 1( )f E E    задает область между 

ветвями гиперболы  , а неравенством 0 1( )f E E    определяются области над ее 

правой ( п ) и под левой ( л ) ветвями.  

Во-вторых в силу симметрии   относительно прямой 1E E , являющейся 

биссектрисой первого и третьего координатных углов, эта прямая пересекает 

левую ветвь   под прямым углом. Абсцисса 0E  точки пересечения находится из 

уравнения 2

0 02 1 0E E    :  

 0

1 1 1

1 1
E



 

 
  

 
 

Очевидно, что 0 1E  , поэтому прямая 1 02E E E  , касательная к левой 

ветви гиперболы   и параллельная касательной к кривой   1 2E E  , 

расположена ниже этой касательной. Отсюда следует, что л  лежит вне области 

2  (и не пересекается с ее границей). Обозначим через (0)

л  часть л , 

находящуюся в первом квадранте. Легко видеть, что (0)

л  расположена над 
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прямой 1 1E E  , поскольку л  выпукла вверх и проходит через точки (1 0)  и 

(0 1) , принадлежащие этой прямой. Таким образом кривая (0)

л  лежит в области 

1 .  

В-третьих, покажем, что при наличии на интервале (0 1)  у функции 

1( )f E E   локального максимума 0  справедливо неравенство  

0 1( ) 1f E E    . С этой целью рассмотрим уравнение 1( ) 1f E E    или  

 2

1 1(th th ) th th 0E E E E           

Решая его как квадратное относительно   (с коэффициентами, 

зависящими от th E  и 1th E ), находим, что оно равносильно совокупности  

 
1

th

th

E

E

 

 

 


 
 (6.4.18) 

которая имеет хотя бы одно положительное решение, если  

 
1

1

1

E

E

 


 
 (6.4.19) 

поскольку уравнение th ax x  имеет положительный корень при выполнении 

условия  
0

th 1
x x

ax

 , т. е. при 1a  . Заметим, что в силу неравенства th 1E  , 

справедливого при любых вещественных значениях  , все положительные 

решения рассматриваемой совокупности (если они существуют) лежат на 

интервале (0 1) . Далее, так как область 2  лежит внутри области, задаваемой 

неравенствами (19), то отсюда получаем, что в случае наличия у функции 
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1( )f E E   локального максимума на интервале (0 1)  его величина не меньше 

единицы.  

Докажем, наконец, что уравнение (17) не имеет действительных корней   

таких, что 1  . Имеем: 1
1

lim ( )f E E





    . С другой стороны, воспользовавшись 

предельными соотношениями lim th 1E





  и 
1lim th 1E





 , нетрудно убедиться в 

справедливости равенства 1lim ( ) 2f E E





   . Выше было установлено, что 

уравнение 1( ) 1f E E    равносильно совокупности (18), все положительные 

решения которой лежат на интервале (0 1) . Следовательно, это уравнение не 

имеет корней при 1  , а поскольку функция 1( )f E E   непрерывна по   на 

множестве (1 ) , то отсюда заключаем, что при 1   выполняется неравенство 

1( ) 1f E E    и уравнение (17) не имеет корней (1 )   .  

Таким образом показано, что  

1) Правая ветвь гиперболы   лежит в области 2 .  

2) Часть левой ветви гиперболы  , находящаяся в первой четверти, 

расположена вне области 2 .  

3) 1
0 1
max ( ) 1f E E




 
    при условии, что точка с координатами 1( )E E  лежит в 

области 2 .  

4) Все положительные корни уравнения (6.4.17) удовлетворяют неравенству 

0 1  .  
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С учетом полученных утверждений критерий наличия у уравнения (17) 

двух положительных корней можно привести к виду  

 
1 1

1

1

1 1

E E EE

E E



 

   


     
 (20) 

Эта система задает внутренность правой ветви гиперболы  . Условия 

существования у (17) хотя бы одного положительного решения 

переписываются следующим образом  

 
1 1

1

1

1 1

E E EE

E E



 

   


    
 (21) 

и определяют область в первом квадранте, расположенную над объединением 

кривой (0)

л  (т. е. находящейся в нем части левой ветви гиперболы  ) и луча 

[1 )  на оси абсцисс.  

Обозначим теперь через   отношение толщины нижнего слоя жидкости к 

толщине верхнего: 1H H   . Из формул (15) вытекает, что 1E E   . Подставляя 

E  вместо 1E  в условия (20–21) и решая получившиеся неравенства 

относительно E , находим, что уравнение (17) имеет два положительных корня 

при  

 
2

вн 1 ( 1) 4

2
crE E

  



    
   (22) 

и хотя бы одно положительное решение при  

 
2

пов 1 ( 1) 4

2
crE E

  



    
    (23) 
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Отсюда очевидно, что вн пов

cr crE E  . Заметим, что с физической точки зрения поиск 

корней уравнения (6.4.17) эквивалентен отысканию таких волн, фазовая 

скорость которых равна скорости набегающего потока V . Поэтому данные 

волны являются стационарными, что и требуется по условию задачи.  

Вне левой полуплоскости помимо полюсов на положительной 

действительной оси подынтегральная функция в (16) имеет также бесконечное 

множество полюсов, расположенных на мнимой оси. В самом деле, 

подстановка ( )i R     в (17) приводит к уравнению  

 
  2

1 1

1 1

cos cos (1 )sin sin

sin( ) sin sin 0

E E E E

E E E E

     

    

   

     
 

имеющему счетное множество действительных решений при любом значении 

отношения 1E E   .  

Вернемся к формуле (16) для величины возвышения свободной 

поверхности. Воспользовавшись тождеством cos ( ) 2iX iXX e e     , представим 

(16) в следующем виде:  

 

1 1

1

1
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1 1 2 1
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( ) lim ( ) ( )
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M M
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2
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ch ch [(1 ) ] th th (th th )

ME
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E E

E E E E E E
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          

 


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Вначале рассмотрим случай положительных X  и исследуем функцию 

1 1( )J X M . Для получения решения, затухающего вверх по потоку, сместим 

контур интегрирования в формуле для 1 1( )J X M  в нижнюю полуплоскость, т.е. 

будем понимать 1J  как следующий предел:  

 
1 1

1 1

1

1 1 1 1 1
0 0

1
( ) lim ( ) lim ( )

2

i M

iX

i

J X M Z X M F e d





 


  

 

 


       

С целью вычисления 1 1 1( )Z X M    рассмотрим вспомогательный контур  , 

состоящий из отрезка 1 1 1[ ]i i M    , дуги RC  окружности радиуса 2 2

1 1R M   , 

соединяющей точку 1 1i M   с точкой iR , n  полуокружностей 

1 0j jc i Re         и системы отрезков 1 1 1[ ( )]d i i       

1

1 1 1 1

1

[ ( ) ( )] [ ( ) ]
n

j j n

j

i i i iR     






     , соединяющих соответствующие точки этих 

полуокружностей, принадлежащие мнимой оси, а также отрезков 1 1 1[ ( )]i i      

и 1[ ( ) ]ni iR    (рис. 6.4.4(а)). Здесь (ji j  1 2 )… n    — все полюса функции ( )F  , 

расположенные в верхней полуплоскости на мнимой оси и удовлетворяющие 

неравенству j R  . Обозначим через j  действительные положительные 

полюса функции ( )F  , а через s  — их количество (0 2s  ). Поскольку внутри 

контура   ( )F   регулярна всюду за исключением особых точек j , то по 

основной теореме теории вычетов имеем:   
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Рис. 4. Контуры интегрирования, используемые для вычисления 1J  и 2J  

 
1

( ) 2 res ( ) j

j

s
i XiX

j

F e d i F e


 
   






   (24) 

С другой стороны,  
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j

j
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n
X X
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F e d F e d F e d
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
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

 

 

     

   

 

 



 




  

  

  

 

 (25) 

где l  — система отрезков d , повернутая на угол 2  по часовой стрелке 

относительно начала координат (т.е. l  лежит на действительной оси). 

Сравнивая (24) и (25), находим:  
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1 1 1

1 1

( ) res ( ) res ( )
2

1 1
( ) ( )

2 2

j j

j j

R

s n
i X X

i
j j

iX X

lC

i
Z X M i F e F e

F e d F i e id

 

   

 


   

   




 
 



    

  

 

 
 (26) 

 

Обратимся теперь к интегралу 
1

2 1

0

1
( ) ( )

2

M

iXJ X M F e d    . Сместив контур 

интегрирования в верхнюю полуплоскость, будем искать 2 1( )J X M  как предел  

 
1 1

1 1

1

2 1 2 1 1
0 0

1
( ) lim ( ) lim ( )

2

i M
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i

J X M Z X M F e d





 


  





 
       

Рассматривая вспомогательный контур  , симметричный   

относительно действительной оси (и ориентированный по часовой стрелке (рис. 

4(б))), можно показать, что  

 

2 1 1

1 1

( ) res ( ) res ( )
2

1 1
( ) ( )

2 2

j j

j j

R

s n
i X X

i
j j

iX X

lC

i
Z X M i F e F e

F e d F i e id

 

   

 


   

   


 

 
 

 

     

   

 

 
 (27) 

где RC  — дуга окружности, симметричная дуге RC . Теперь сложим почленно 

(26) и (27) и в полученном соотношении устремим величину 1  к нулю. 

Принимая во внимание, что ( )F   — четная функция и res ( ) res ( )
j ji i
F F

   
 

 
   

( 1 2 )j … n    , в результате придем к следующему равенству:  
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 (28) 

Поскольку в силу леммы Жордана  
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то, переходя в (28) к пределу при 1M  , заключаем, что при 0X    
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В этой формуле первое слагаемое задает волновую структуру 

поверхностных возмущений, а второе соответствует неволновой части 

возмущений свободной границы, затухающей вниз по потоку. Для вычисления 

волновой составляющей поверхностных возмущений ( )W X  введем следующие 

обозначения:  
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где 0h H E E     . Тогда 1

2

( )
ME g

F
g




 , а поскольку ( )F   имеет в точках j   

полюса первого порядка, то 
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Связывая найденное выражение для ( )W X  c условиями (6.4.22–6.4.23) 

наличия у уравнения (17) положительных решений, получаем, что при вн

crE E   

искомые волновые возмущения представляют собой сумму двух мод — 

внутренней (т.е. возникающей благодаря неоднородности жидкости) и 

поверхностной (за счет непосредственного обтекания препятствия), причем 

первая соответствует меньшему корню 1 , а вторая — большему 2 . Если 

пов вн

cr crE E E   , то ( )W X  состоит из одной лишь поверхностной моды; при пов

crE E   

поверхностные волны за обтекаемым препятствием не образуются и ( ) 0W X  .  

Следовательно, внутренняя мода возникает при вн

crE E  , а поверхностная 

— при пов

crE E  . Отсюда ясно, что величины вн

crE   и пов

crE   суть значения параметра 

E  при скорости набегающего потока V , равной максимально возможной 

фазовой скорости соответственно внутренней и поверхностной моды. А 

поскольку при вн

crE E   или пов

crE E   один из положительных корней уравнения 

(17) стремится к нулю, то критические значения E  отвечают фазовым 

скоростям длинных волн.  

Для дальнейшего представляется удобным переписать полученные 

результаты в терминах введенного выше числа Фруда F . Так как 21E F  , то из 

(22) и (23) следует, что внутренняя мода существует при  

 
2

вн 1 ( 1) 4

2
cr

      
  F F  (30) 
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а поверхностная — при  

 
2

пов 1 ( 1) 4

2
cr

      
  F F  (31) 

Очевидно, что вн пов

cr cr

 F F , т.е. поверхностная мода образуется в более 

широком диапазоне чисел Фруда (или, что то же самое, скоростей потока), 

нежели внутренняя. Волновая часть возмущений свободной границы запишется 

следующим образом:  

 1

1 2

( )
( ) 2 sin

( )
j

s

j

j

q
W X ME X

dq d

F

F
 

  


    

  
  

   
  

где функции  
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получаются из 1( )g E      и 2( )g E      подстановкой 21E F  .  

Рассмотрим теперь интеграл (16) при 0X  . На этот раз для вычисления 

1 1( )J X M  будем использовать вспомогательный контур 1

 , представляющий 

собой объединение горизонтального отрезка 1[ i  1 1]i M   и расположенной 

под ним части контура   (рис. 4(а)), а для вычисления 2 1( )J X M  — контур 1

 , 

симметричный контуру 1

  относительно действительной оси (рис. 4(б)). 

Проводя рассуждения, аналогичные тем, что были изложены выше 
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применительно к случаю 0X  , получим для величины отклонения свободной 

поверхности от ее равновесного положения формулу  
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( ) res ( ) j

j

X

i
j

Z X i F e

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




   

показывающую, что поверхностные возмущения перед обтекаемым 

препятствием имеют непериодический затухающий характер.  

Препятствие в верхнем слое. Далее в той же постановке исследуем задачу 

о генерировании волновых возмущений свободной поверхности препятствием, 

которое моделируется точечным диполем с моментом m , расположенным в 

верхнем слое двухслойного потока несжимаемой жидкости (рис.5). Все 

обозначения сохраним теми же, что и в предыдущем случае. Поместим диполь 

в точку z ih  (0 h H  ), а комплексно-сопряженную скорость в k  слое k  (

{1 2}k  ), как и ранее, представим в виде k kV U   . Математическая 

формулировка исходной задачи выглядит следующим образом: найти 

аналитические функции 1( )U z  и 2 ( )U z , удовлетворяющие граничным условиям 

(8–11); при этом 1( )U z  должна быть регулярна в полосе 0 Im z H   за 

исключением полюса второго порядка в точке z ih :  
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а 2 ( )U z  регулярна в полосе 1 0H Im z   :  
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где функции ( ) ( ) ( )A k B k C k   и ( )D k  подлежат определению. С помощью 

соотношения  

 0

2

0

если
1

( )
если

kh ikz

kh ikz

ke e dk y h

z ih
ke e dk y h





 


  


  

    







 

 

Рис. 5. Обтекание диполя, локализованного в верхнем слое двухслойного 

потока 

перепишем выражение для комплексно-сопряженной скорости 1( )U z  в областях 

верхнего слоя, расположенных соответственно выше и ниже диполя:  
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



 
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    


 
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





 (34) 
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Подстановка формул (33–34) в граничные условия (8–11) приводит к 

неоднородной системе линейных уравнений относительно функций 

( ) ( ) ( )A k B k C k   и ( )D k :  

 

11

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

kH kH k h H

kh

kh

kHkH

k e A k e B k k e

k A k B k C k D k k e

A B C D ke

e C e D

  

       

 







      


         


   
  

 

Отсюда имеем следующие выражения для ( )A k  и ( )B k :  

 
  

 
1

2 2 2

1 1

( (1 ) ) th ch ( ) sh ( )
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ch [ (1 ) ]th th (th th )

k k kH k k H h k k H h
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   

   

     
 

    
 

 

 
 

 
1

2 2 2

1 1

( ) [(1 ) ch sh ]th ch
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ch [ (1 ) ]th th (th th )

kHk k e kh k kh kH k kh
B k

kH k k kH kH k kH kH

   

   

   
 

    
 

Далее из (4) и (32) находим:  

 
2 2

2 2 2

0

( )
( ) ( ( ) ( ) )cos

2 ( ( ) )

kH kHVm x H h
x A k e B k e kx dk

g x H h







  

    
  

  

Совершив в этом равенстве переход к безразмерным переменным (15), 

запишем полученную формулу для величины возвышения свободной границы в 

следующем виде:  

 
2 2
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2 2 2
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( ) ( )

2 ( ( ) )

X E EME
Z X J X
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 1 0 1

2 10

( )
( ) cos

2 ( )

g E E EME
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 
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  


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2 1 1 1
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[ch( ) sh( ) ] ( 1)
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( ) [(1 ) ] th th (th th )
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        

          
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      

     

         

 

Заметим, что подынтегральные выражения в (16) и (35) имеют одни и те 

же полюса, расположенные на положительной действительной оси. Поэтому 

волновая структура возмущений свободной поверхности, возникающих при 

обтекании препятствия над слоем скачка, будет определяться тем же 

количеством мод и теми же волновыми числами, что и в рассмотренном выше 

случае его локализации под слоем скачка. Следовательно, критерии 

существования внутренней и поверхностной мод останутся неизменными (см. 

(22–23) или (30–31)).  

Вычисляя интеграл ( )J X  по той же схеме, что и в предыдущей задаче, 

получим следующее выражение для волновой части поверхностных 

возмущений за обтекаемым препятствием (т.е. при 0X  ):  

 
1

1 2

( )
( ) sin

( )

s
j

j

j j

g
W X ME X

g






 


  (36) 

Здесь, как и выше, j  — положительные корни уравнения (17), а s  — их 

количество. Механизм генерации поверхностных возмущений, возникающих 

при обтекании подводного препятствия двухслойным потоком бесконечной 

глубины, проанализирован в предыдущих  разделах. В рассматриваемой задаче 

с конечной глубиной потока подобный механизм аналогичен. Однако поиск 
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аналитических выражений, описывающих волновую структуру поверхностных 

возмущений (29) и (31) и их анализ в этом случае оказались существенно 

сложнее.  

Расчеты амплитуд возмущений велись при значениях характеристик 

среды, соответствующих реальным условиям моря. Так, плотность верхнего 

слоя 3

1 1023кг м   , а плотность нижнего выбиралась, начиная с 3

2 1024кг м    и 

больше. Таким значениям плотностей соответствует минимальное значение 

параметра  , равное 0.001. Момент диполя m  был выбран пропорциональным 

скорости потока V : 21600мm V  . Невозмущенное положение скачка плотности 

соответствовало глубинам 50мH   и 70мH  , а локализация препятствия 

(диполя) ограничивалась тремя горизонтами: 7 4 и1мh    как над скачком, так и 

под ним. Отметим, что задание условия constm V   продиктовано желанием 

сделать геометрию моделируемого диполем препятствия независимой от 

скорости течения V  при его значительном удалении от свободной поверхности, 

слоя скачка и дна бассейна. Действительно, в плоском безграничном потоке 

однородной жидкости диполь с моментом m  моделирует круговой цилиндр, 

радиус которого (2 )r m V   не зависит от V , если constm V  . Ясно, что в 

случае двухслойного потока конечной глубины наличие свободной границы, 

поверхности раздела плотностей и дна будет оказывать искажающее влияние на 

форму тела, моделируемого диполем, однако если диполь удален на достаточно 

большое расстояние от указанных поверхностей, то это влияние будет 

пренебрежимо малым.  
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0 001         0 001     

 

0 002         0 002     

 

   0 004         0 004     

Рис. 6.4.6. Амплитуды внутренней моды поверхностных возмущений при 

обтекании препятствия под слоем скачка плотности при бесконечной (левые 

графики) и конечной (правые) глубинах для шести значений параметра   
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(соотношения толщин нижнего и верхнего слоев двухслойной жидкости): 

1 0 5   , 2 1  , 3 3  , 4 5  , 5 10  , 6 25    

 

     0 001         0 001     

 

    0 002         0 002     

 

    0 004         0 004     

Рис. 7. Амплитуды внутренней моды поверхностных возмущений при 

обтекании препятствия над слоем скачка плотности при бесконечной (левые 
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графики) и конечной (правые) глубинах для шести значений параметра   

(соотношения толщин нижнего и верхнего слоев двухслойной жидкости): 

1 0 5   , 2 1  , 3 3  , 4 5  , 5 10  , 6 25    

 

 

 

 

Рис. 8. Амплитуды поверхностной моды при обтекании препятствия под 

слоем скачка плотности (верхняя пара графиков) и над ним (нижняя пара). 

На рис. 6–8 для случая 50мH  , 4мh   приведены графики зависимости 

амплитуд поверхностных волн B  от скорости набегающего потока V  при 

различных значениях параметров   и  . Прежде всего, на этих графиках видно, 

что возмущения за счет внутренней и поверхностной мод проявляются на 

интервалах скорости потока, существенно разнесенных между собой: вн0 crV   и 
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6 5 8 5м с     соответственно, далее выходя из области линейности задачи (при 

больших скоростях поверхностные волны перестают корректно описываться 

теорией малых возмущений). В первом интервале (при меньших скоростях) 

―работает‖ внутренняя мода, во втором — поверхностная. Причем для 

внутренней моды в соответствии с критерием ее возникновения (22) (или (30)) 

характерно расширение диапазона существования при увеличении мощности 

слоя скачка плотности  . В целях наглядности сравнения амплитуд ( )B V  при 

обтекании препятствия потоками бесконечной и конечной глубины графики на 

рис. 6.4.6–6.4.8 представлены парами (соответственно слева и справа). 

Результаты расчетов амплитуды внутренней моды для случая локализации 

диполя под слоем скачка и над ним приведены на рис. 6 и 7 соответственно. 

Пары графиков построены для трех значений мощности скачка  , а правые 

графики — для шести значений параметра   ( {0 001 0 002 0 004}       , 

{0 5 1 3 5 10 25}        ). Для каждого значения   стрелкой с цифрой, равной номеру 

индекса у  , указано значение критической скорости (максимальной скорости 

потока V , при которой возникает внутренняя мода). Как видно, в морских 

условиях ее величина не превышает 1-1 5м с  .  

Для поверхностной моды верхняя пара графиков соответствует 

обтеканию препятствия под слоем скачка, а нижняя — над ним. При этом 

величины   были выбраны теми же самыми, что и в случае внутренней моды, а 

{0 5 2 10}     .  
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По качественному характеру зависимости ( )B V  и значениям самих 

амплитуд две моды — внутренняя вн ( )B V  и поверхностная пов ( )B V  — 

существенно отличаются друг от друга. Различия проявляются и ―внутри‖ 

каждой из мод в зависимости от локализации препятствия относительно скачка 

плотности (сверху или снизу), глубины слоя скачка и глубины погружения 

препятствия. Так, для внутренней моды, как и ожидалось, наблюдается 

существенная зависимость ее амплитуды от мощности скачка плотности (рис. 

6-7), и такая зависимость проявляется при условии как бесконечной, так и 

конечной глубины потока.  

Внутренние моды отличаются ещѐ одной характерной особенностью. 

Так, на рис. 6 в случае бесконечной глубины внутренняя мода представлена 

одной кривой вн ( )B V , а при конечной глубине — множеством кривых 

вн вн( ) ( )j jB V B V   , соответствующих разным значениям ( )

1

jH  или ( )

1

j

j H H   . Как 

видно, если   , то при любом значении скорости V , находящемся внутри 

диапазона существования внутренней моды в бесконечно глубоком потоке, 

амплитуда внутренней моды в потоке конечной глубины вн ( )B V   стремится к 

своему соответствующему значению вн ( )B V

  для случая бесконечной глубины. 

В то же время правые концы кривых вн ( )jB V  из определенных точек вблизи 

кривой вн ( )B V

  резко ―срываются‖ вверх и уходят на бесконечность. В 

окрестностях таких точек линейная теория становится неприменимой для 

описания поверхностных волн. Кроме того, результаты расчетов 
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свидетельствуют о том, что при фиксированном значении скорости течения V  с 

ростом параметра   амплитуда внутренней моды монотонно убывает. При 

фиксированном значении   зависимость ( )B B V  может иметь как монотонный 

(возрастающий, если 3  ), так и немонотонный характер (если 3  ). Таким 

образом, сравнение результатов решения задач об обтекании диполя потоками 

бесконечной и конечной глубины показало, что в последнем случае как 

амплитуда внутренней моды, так и диапазон скоростей, внутри которого она 

возникает, существенным образом зависят от параметра ( )

1

j

j H H    (или 

толщины нижнего слоя ( )

1

jH  при фиксированном значении толщины верхнего).  

Аналогичный характер изменения кривых вн ( )jB V  проявляется при 

сравнении их в условиях конечного и бесконечного по глубине потоков и в 

случае локализации препятствия над скачком плотности (рис. 7). Здесь, как и 

для первой задачи, внутренняя мода на правых графиках представлена 

множеством кривых вн ( )jB V , соответствующих разным значениям j . На этих 

графиках видно, что, как и выше, при    амплитуда внутренней моды 

вн ( )B V   стремится к соответствующему значению вн ( )B V

  для случая 

бесконечно глубокого потока. Кроме того, очевидно, что при конечной глубине 

потока диапазон существования внутренней моды и ее амплитуда зависят от 

параметра ( )

1

j

j H H   . Однако в данном случае зависимость амплитуды волны 

от скорости течения является монотонно возрастающей при любых значениях 

 .  
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Зависимость амплитуд внутренней моды проявляется и от горизонта 

залегания скачка плотности H . Так, расчеты вн ( )jB V  для двух разных глубин его 

локализации ( 50мH   и 70мH  ) показали, что углубление скачка приводит к 

существенному уменьшению амплитуд поверхностных возмущений.  

Анализируя поверхностную моду и поведение ее амплитуд пов ( )jB V , — 

пары кривых на рис. 8 — отметим, что проявление такой моды обусловлено 

наличием в потоке свободной границы. Величина ее амплитуды практически не 

зависит от мощности слоя скачка плотности   (в диапазоне значений  , 

характерном для реальных морских условий), что было проверено расчетами 

пов ( )jB V  при разных значениях  . В этом случае глубинные возмущения при 

выходе на поверхность ―не замечают‖ плотностную неоднородность. 

Аналогичные расчеты показывают, что амплитуда поверхностной моды также 

не зависит и от толщины нижнего слоя (при 0 5   ). Кривые пов ( )jB V  на левом и 

правом графиках рис. 8 практически идентичны как по форме, так и значениям 

их амплитуд, т.е. наличие у потока нижней границы влияет на результаты 

расчетов весьма незначительно. В то же время сравнение значений амплитуд 

волн пов ( )jB V , возникающих при обтекании препятствия, расположенного над и 

под скачком плотности соответственно, показывает существенное (в несколько 

раз!) различие между ними. На первый взгляд, представляется, что скачок 

плотности оказывает сильно экранирующий эффект на распространение вверх 

возмущений. Однако, как показали расчеты, ослабление поверхностных волн в 
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основном связано с увеличением глубины обтекаемого препятствия и 

практически не зависит от  , на что указывают представленные на графиках 

кривые пов ( )jB V , полученные для расчетных горизонтов его локализации 

7м 4м и1мh    относительно слоя скачка плотности, т.е. поверхностная мода 

возникает непосредственно за счет обтекания препятствия.  

Заканчивая анализ поведения амплитуд поверхностных возмущений, 

возникающих при обтекании подводных препятствий, следует указать на 

особую роль в их формировании скорости потока. Как видно из графиков, 

представленных на рис. 6–8, волновые возмущения на свободной границе в 

относительно широком промежуточном интервале изменения скорости V  

визуально отсутствуют, т.е. этот интервал является зоной, закрытой для выхода 

глубинных возмущений на поверхность воды. Она простирается от 

максимального значения скорости потока V , при котором в бесконечно 

глубоком потоке возникает внутренняя мода ( крV  , определяемого формулой 

(10)) до тех значений V , при которых амплитуды уже поверхностных мод 

значимы. Следуя терминологии, принятой в морской гидроакустике, такой 

интервал можно определить, как ―зону тени‖ подобных гидродинамических 

возмущений.  

Наряду с амплитудами поверхностных волн рассчитывались также их 

длины: вн 2

12 ( )L V g     и пов 2

22 ( )L V g    , где 1  и 2  — соответственно 

меньший и больший корни уравнения (17). Из этого уравнения следует, что для 

обеих мод длина волны (в отличие от амплитуды) не зависит от локализации 
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препятствия. Результаты расчетов при 50мH   для внутренней и поверхностной 

моды представлены соответственно на рис. 9 и рис. 10. При этом на рис. 9 

стрелками, как и выше, обозначены критические скорости. На каждом рисунке 

слева изображены графики зависимости длины волны от скорости потока V  

для случая бесконечной глубины, а справа — для случая конечной глубины. 

Расчеты длин волн проводились при тех же значениях параметров   и  , что и 

расчеты их амплитуд (т.е. {0 5 1 3 5 10 25}         для внутренней моды, {0 5 2 10}      

— для поверхностной, {0 001 0 002 0 004}        для обеих мод).  

 

 

 

 

 

0 001            0 001     
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0 002         0 002     

 

     0 004         0 004     

Рис. 9. Длины волн внутренней моды поверхностных возмущений, 

возникающих за обтекаемым двухслойной жидкостью препятствием, при 

бесконечной (левые графики) и конечной (правые) глубинах потока для шести 

значений параметра   (соотношения толщин нижнего и верхнего слоев): 

1 0 5   , 2 1  , 3 3  , 4 5  , 5 10  , 6 25    

Что касается зависимости длины волны внутренней моды внL   от скорости 

потока V , то она в целом аналогична рассмотренной выше зависимости ее 

амплитуды от V  в случае обтекания препятствия, локализованного над скачком 

плотности. Для каждого значения   длина волны монотонно возрастает, резко 

увеличиваясь при приближении V  к своему критическому значению. В то же 
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время при фиксированном значении V  длина волны уменьшается с 

увеличением толщины нижнего слоя (т.е. при возрастании  ) и стремится к 

своему предельному значению для случая потока бесконечной глубины при 

  .  

Для поверхностной моды длина волны в случае потока бесконечной 

глубины пов 22L V g    не зависит от мощности скачка   (левый график). А в 

случае потока конечной глубины кривые на правых графиках соответствующие 

девяти парам значений   и  , сливаются. Это указывает на то, что длина волны 

поверхностной моды практически не зависят от мощности слоя скачка 

плотности   (в диапазоне значений  , характерном для реальных морских 

условий) и от соотношения толщин нижнего и верхнего слоев   при 0 5   . 

Таким образом, в этом случае неоднородность потока и наличие у него нижней 

границы практически не влияют на параметры поверхностных возмущений.  

 

Рис. 10. Длины волн поверхностной моды поверхностных возмущений, 

возникающих за обтекаемым двухслойной жидкостью препятствием, при 

бесконечной (левый график) и конечной (правый) глубинах потока  
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5.РАВНОМЕРНЫЕ АСИМПТОТИКИ ДАЛЬНИХ ПОЛЕЙ 

ПОВЕРХНОСТНЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ ОТ ИСТОЧНИКА В 

ТЯЖЕЛОЙ ЖИДКОСТИ БЕСКОНЕЧНОЙ ГЛУБИНЫ 
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В данном разделе рассмотрена задача о построении  равномерных 

асимптотик дальних  полей поверхностных возмущений от локализованного 

источника в тяжелой однородной жидкости бесконечной глубины. Полученные 

решения позволяют описывать волновые возмущения как внутри, так и вне 

волнового клина Кельвина и выражаются через функцию Эйри и ее 

производные.  

      Постановка задачи и интегральная форма решения для возвышения 

свободной поверхности. Рассматривается стационарная картина волновых 

возмущений на поверхности потока идеальной тяжелой жидкости бесконечной 

глубины, которая движется со скоростью V   в положительном направлении оси 

x . Волны генерируются точечным источником, расположенным на глубине H  

(ось z  направлена вверх от невозмущенной жидкости), мощность которого 

нарастает по закону   teq t
, и далее в полученном решении 

ищется предел при 0  . При этом в силу линейности задачи для источника 

произвольной мощности )( constQQ   достаточно результат, полученный для 

источника единичной мощности q  (при 0 ), умножить на  Q . 

 Возмущение потенциала ),,,( tzyx  относительно однородного потока, 

движущегося со скоростью V  ( ),,( wvu , где  wvu ,,  - компоненты 

возмущения вектора скорости )0,0,(V ), описывается уравнением с 

соответствующим  линеаризованным граничным условием на поверхности 

жидкости  
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                                       (1) 

 

Здесь   - трехмерный оператор Лапласа, а )(x  - дельта функция Дирака. 

Возвышение свободной поверхности тяжелой жидкости ),,( tyxZ  связано с 

потенциалом ),,,( tzyx  условием  

 

0ztzyx
x

V
tg

1
tyxZ 













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
 ),,,,(),,(      (2) 

 

    Решение задачи (1) ищется в виде ),,(),,,( zyxetzyx t  , где функция 

),,( zyx  определяется из задачи 

 

          0zHzyxzyx  ),()()(),,(   
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     Фурье-образ потенциала ),,( zyx  

 

 








 dyzyxedxez yixi ),,(),,(  
 

 

находится из краевой задачи )k( 222   
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решение которой при 0z   имеет вид 

gkVi

kHg
0

2 




)(

)exp(
),,(


  

    Тогда возвышение ),( yx ( ),(),,( yxetyxZ t ), учитывая соотношение 

(2), можно представить в виде 
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 















gkVi2V

dxikH
de

4

iV
yx

22

yi

2 





  )exp(

),(    (3) 

 

    В выражении (3) параметр   сохранен только в одном члене знаменателя, это 

нужно для определения смещения полюса подынтегрального выражения 

относительно действительной оси (в верхнюю или нижнюю полуплоскость). 

Построение неравномерной асимптотики решения: интегрирование с 

помощью вычетов и метода стационарной фазы.  В полярных координатах: (

cosrx  , sinry  ), (  cosk , sinky  ), выражение (3) можно 

представить в виде  

 

 





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


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0 0
222
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coscos

))cos(exp(
cos),(          (4) 

 

    Далее исследуется выражение для возвышения ),(  r  при больших 

значениях r   (точнее, при 12 Vgr ).  Подынтегральное выражение по 

переменной интегрирования  k  имеет простой полюс: AA
12

i2gk
   ,    

cosVA  , который при значениях 0cos  смещен в верхнюю 

полуплоскость, а при 0cos  - в нижнюю. Функцию ),(  r  можно 

представить в виде суммы двух слагаемых: ),(),(),(  rrr
21

 , при 
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этом в слагаемом ),(  r
1

 интегрирование по   производится в области, где 

0cos , а в слагаемом ),(  r
2

 - в области, где 0cos . 

 Для вычисления слагаемого ),(  r
1

 при 0)cos(   контур 

интегрирования по k  можно повернуть на 2  и совместить с положительным 

направлением мнимой оси на комплексной плоскости k  (вычет в полюсе 
k  

учитывается), а при 0)cos(   контур поворачивается 2  ,  при этом он 

совпадает с отрицательным направлением мнимой оси и вычет не учитывается. 

Можно показать, что и в том, и в другом случае интеграл вдоль мнимой оси 

имеет порядок )1( 2rO  при r . В результате слагаемое ),(  r
1

 имеет вид  
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     Аналогичным образом можно найти слагаемое ),(  r
2

, которое 

комплексно сопряжено с ),(  r
1

. Окончательно выражение для возвышения 

),(  r можно представить в виде 
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    Интеграл (5) – четная функция по  . Тогда асимптотику интеграла (6.6.5) 

при больших значениях r  можно вычислить при помощи метода стационарной 

фазы, и для этого необходимо найти точки стационарности фазы, т.е. корни 

уравнения 0),( S . На интервале интегрирования  232 /,/    лежат 

две стационарные точки: при 0  b22
1

 //)(   и 

b2
2

 /)(  , ( )()( 
21

 ), при 0  b223
1

 //)(   

и b2
2

 /)(  , ( )()( 
21

 ), 23b /)sinarcsin(  . 

Стационарные точки существуют только при значениях  , лежащих в 

интервале:      3131 /arcsin/arcsin   . Это условие определяет на 

поверхности тяжелой жидкости область, в которой присутствуют волновые 

движения - клин Кельвина . 

 Зная стационарные точки, можно легко получить хорошо известную 

картину гребней «корабельных волн» внутри клина Кельвина в полярных 

координатах: )),((/ 
1

Sn2r      и    )),((/ 
2

Sn2r  ,    

...,, 321n    При этом первое равенство (стационарная точка )(
1

) отвечает 

за продольные гребни, а второе (стационарная точка )(
2

) – за поперечные. 

Знак минус берется потому, что фаза в стационарных точках отрицательна. 
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 На рис.1 изображена картина линий равной фазы (гребней), разность фаз 

между соседними гребнями равна 2 . Здесь и в дальнейшем параметры 

расчетов, характерные для реальных океанических условий,  были следующие: 

см11V / , м6H  . 

 Асимптотика интеграла (5)  при r , вычисленная с помощью метода 

стационарной фазы, имеет вид 
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    Неравномерная асимптотика (6) работает только внутри клина при 

    (в этом интервале присутствуют стационарные точки) и 

перестает работать при приближении к границе клина, где стационарные точки 

сливаются, т.е. при 31arcsin  : 432
21
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Построение равномерной асимптотики решения. Равномерная 

асимптотика интеграла (5) описывает возвышение ),(  r не только внутри 

волнового клина Кельвина, но и за его пределами, а также на самой границе 

клина. При этом равномерная асимптотика внутри клина должна совпадать с 

неравномерной асимптотикой (6), полученной с помощью метода стационарной 

фазы. Поскольку волновая картина для возвышения ),(  r  симметрична 

относительно оси x , т.е. ),(  r  - четная функция переменной  , далее 

рассматривается случай 0 . 

 Как было показано выше, фазовая функция ),( S  имеет две точки 

поворота )(
1

 и )(
2

, которые при )arcsin( 31   сливаются друг 

с другом:
   243

21
//)()( . Таким образом, для 

построения равномерной асимптотики  необходимо решить классическую 

задачу об асимптотике интегралов с двумя сливающимися точками поворота 

Интеграл (6.6.5) можно представить в виде 

 

   




drSfr ),(cos)(),(

23

2

    (7) 
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  



 
 

157 
 

    Далее используется неявная замена переменной  интегрирования     

   

3

s
saS

3

0
  ),(                     (8) 

 

    При этом стационарной точке )(
1

 будет соответствовать точка 
1

s , 

а точке )(
2

 - точка 
2

s . Тогда из (6.6.8) можно получить 

 

2

)()(
)( 21

0




SS
a ,         

32

12 )()(
4

3
)( 








 SS    (9) 

 

    Интеграл (7) при замене (8) имеет вид  

 

 ds3ssarsGr 3

0
)(cos)(),(  





                       (10) 

    
ds

d
fsG


 )()(   

 

    Нижний предел в интеграле (10) на самом деле находится из (8) при 

  2/  и является корнем уравнения: ./)()( 03ssa 3

0
   
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Данное уравнение имеет единственный действительный корень )(s , 

который, используя формулу Кардано,  можно найти в явном виде  

 

    32

12

32

12

31

SSSS
4

3
s )()()()()(  










 

 

где  )(s  при 0 ,  )(s  при  . Возможность замены 

нижнего предела )(s  на   и оценка допускаемой при этом ошибки будут 

обсуждаться ниже. 

Медленно меняющуюся функцию )(sG  в окрестности стационарных 

точек можно представить  в виде  

 

sbbsG
10

)(         (11) 

 

       
2

)()(
)(0




GG
b ,      






2

)()(
)(1

GG
b            (12) 

 

 Входящие в )( G  значения dsd  находятся с помощью 

дифференцирования выражения (8) по переменной s  
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),(

)(2
)()(

2
2






S
fG ,          

),(

)(2
)()(

1
1






S
fG             (13) 

 

    Подставляя разложение (11) в выражение (10)  можно получить   

 

),(),(),(  rJrJr
21

      (14) 

 

     Здесь первое слагаемое выражается через функцию Эйри: 

dt3txt
2

1
xAi 3






 )cos()(


, а второе - через ее производную   

))(())(cos()(),( 32

00311
rAirab

r

2
rJ 


   

     (15) 

))(())(sin()(),( ' 32

01322
rrab

r

2
rJ Ai 


   

где )(
0

b  и )(
1

b  определены в (12), а )(  и )(
0

a  - в (9). 

 Равномерная асимптотика (14) – четная функция относительно 2/  . 

Волновая картина также симметрична относительно оси y0 , что физически 

невозможно, т.к. далеко вверх по потоку возмущения отсутствуют. Происходит 

это из-за замены нижнего предела интегрирования в (10) )(s  на   (что 
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соответствует замене нижнего предела в (2)  2/  на 2/ ). Тогда 

полученные интегралы выражаются через функцию Эйри и ее производную. 

При 20 /   эта замена дает лишь добавку порядка )( 2r1O , т.к. 

стационарные точки лежат на интервале (  ),(s ). При  2/  такую 

замену производить нельзя, но можно показать, что исходный интеграл (6.6.5) 

имеет порядок )1( 2rO  (в этом можно убедиться, дважды интегрируя (5) по 

частям). 

 В результате, в первом случае основной вклад в асимптотику интеграла 

(5) дают стационарные точки (порядок интеграла )( 31r1O ), а во втором случае 

вклад в интеграл дает лишь концевая точка интервала интегрирования  )(s   

(порядок интеграла  )( 2r1O ). Таким образом, равномерная асимптотика  

работает при больших значениях r  и 20 /  , а при  2/  

волновое поле убывает как 
2r1 . Эта асимптотика регулярна на границе клина 

при 
 , где 0S  )(  и 0S  )( , при этом )()( 0Gb

0
 , 

)()( 0Gb
1

 . 

Для нахождения )0(G  надо убедиться в регулярности  функции dsd /  

при  0s  , а для нахождения )0(G  - в регулярности  
22 dsd /  в нуле.  Тогда 

трижды и четырежды дифференцируя соотношение (8) по переменной  , 

можно получить  
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 Равномерная асимптотика при больших значениях r  и  , не очень 

близких к 
 ,  переходит в неравномерную асимптотику (6). В этом можно 

убедиться, взяв в (14) вместо функции Эйри и ее производной их асимптотики 

при больших положительных значениях аргумента ( x ): 

  /cos~)( TxxAi 41
,   /sin~)(' Txx 21

Ai , 43x2T 23 //   . Оба 

слагаемых в (6.6.14) тогда будут иметь порядок )1( rO . Непосредственно в 

окрестности границы клина в (14) можно оставить только первое слагаемое 

(порядка )1( 31rO ), а вне клина оба слагаемых (как и их асимптотики) 

экспоненциально малы. 

 На рис.2 показан поперечный срез волнового поля возвышения (

см10Qм500x 33 /,  ), рассчитанный по формулам (6)  и  (14). На рис.3 

показана трехмерная волновая  картина поля возвышения на поверхности 

тяжелой жидкости, рассчитанная по формуле (14), т.е. равномерная 

асимптотика решения. 
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Построенные в данном разделе асимптотические решения -  равномерные 

и позволяют описывать дальние поля поверхностных возмущений от 

локализованных источников как вне, так и внутри волнового клина Кельвина. 

Полученные асимптотики дальних полей поверхностных волновых возмущений 

дают возможность эффективно рассчитывать основные характеристики 

волновых полей, и, кроме того, качественно анализировать полученные 

решения. Тем самым, как уже отмечалось,  открываются широкие возможности 

анализа волновых картин в целом, что важно для правильной постановки 

математических моделей волновой динамики, в том числе для проведения 

экспресс оценок при натурных измерениях волновых полей в морской среде.  

 

 

 

Рис.1  Линии равной фазы (разность фаз между гребнями равна 2π) 
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Рис.2   Поперечный  срез поля возвышения  (пунктирная линия - стационарная 

фаза, сплошная линия  - равномерная асимптотика) 

 

Рис.3   Поле возвышения на поверхности тяжелой жидкости (равномерная 

асимптотика) 
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6.ДАЛЬНИЕ ПОЛЯ ПОВЕРХНОСТНЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ ОТ 

ПУЛЬСИРУЮЩЕГО ИСТОЧНИКА ВОЗМУЩЕНИЙ В 

ТЯЖЕЛОЙ ЖИДКОСТИ БЕСКОНЕЧНОЙ ГЛУБИНЫ  
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На состояние свободной поверхности океана влияют как находящиеся в 

толще воды неоднородности (обтекаемые препятствия, изменения рельефа дна, 

полей плотности и течений), так и различные источники возмущений . Для 

правильной интерпретации данных, полученных при дистанционном 

зондировании морской поверхности, нужно знать причины, вызывающие те или 

иные поверхностные явления. Актуальной остается задача исследования 

процессов поверхностных колебаний в неоднородной по плотности и 

нестационарной морской среде и согласования результатов моделирования с 

видимыми поверхностными волнениями. Для детального описания широкого 

круга физических явлений, связанных с динамикой поверхностных возмущений 

неоднородных и нестационарных природных сред, необходимо исходить из 

достаточно развитых математических моделей. Однако в ряде случаев 

первоначальное качественное представление об изучаемом круге явлений 

можно получить на основе более простых асимптотических моделей и 

аналитических методов их исследования. В этой связи необходимо отметить 

классические задачи гидродинамики о построении асимптотических решений, 

описывающих эволюцию поверхностных возмущений, возбуждаемых 

локализованными источниками в тяжелой однородной жидкости. Построенные 

модельные решения позволяют в дальнейшем получить асимптотические 

представления волновых полей с учетом изменчивости и нестационарности 

реальных природных сред .  
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В настоящем разделе рассмотрена задача построения равномерных 

асимптотик дальних полей поверхностных возмущений, возбуждаемых 

локализованным пульсирующим источником возмущений в потоке тяжелой 

однородной жидкости бесконечной глубины  

Рассматривается стационарная картина волновых возмущений на 

поверхности потока идеальной тяжелой жидкости бесконечной глубины, 

которая движется со скоростью V  в положительном направлении оси x . Волны 

генерируются точечным пульсирующим источником возмущений, 

расположенным на глубине H  (ось z  направлена вверх от невозмущенной 

жидкости), мощность которого изменяется по закону 

  t)texp()tiexp(q , и далее в полученном решении ищется предел 

при 0 .  В силу линейности задачи для расчета поля возмущений от 

пульсирующего источника произвольной мощности )Q(Q const  достаточно 

результат, полученный для источника единичной мощности q , умножить на Q . 

Возмущение потенциала )t,z,y,x(  относительно однородного потока, 

движущегося со скоростью V  ( )w,v,u( , где w,v,u  - компоненты 

возмущения вектора скорости ),,V( 00 , описывается уравнением с 

соответствующим линеаризованным граничным условием на поверхности 

жидкости  
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              (1) 

 

Здесь   - трехмерный оператор Лапласа, а )x(  - дельта функция Дирака. 

Решение задачи (1.1) ищется в виде )z,y,x()texp()tiexp()t,z,y,x(  , где 

функция )z,y,x(  определяется из задачи 

 

0 z),Hz()y()x()z,y,x(  
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Фурье-образ потенциала )z,y,x(  
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
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 dy)z,y,x()yiexp(dx)xiexp()z,,(  

определяется из краевой задачи  
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решение которой в области 0 zH  имеет вид 
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Возвышение свободной поверхности )t,y,x(  связано с потенциалом 

)t,z,y,x(  условием  
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Тогда Фурье образ )t,,(   функции )t,y,x(  имеет вид 
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В этом выражении параметр   сохранен только в знаменателе, это нужно для 

определения смещения полюса подынтегрального выражения относительно 

действительной оси (в верхнюю или нижнюю полуплоскость). Тогда, проводя 

обратное преобразование Фурье, можно получить  

 

 






 









gk))V(i(

d)xikHexp()V(
d)yiexp(

)tiexp(i
)t,y,x(

224
  (2) 

 

В полярных координатах: (  cosrx ,  sinry ), (  cosk ,  

 sink ), выражение (2) можно представить в виде  
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(3) 

 

Внутренний интеграл в (3) вычисляется с помощью теоремы о вычетах. Для 

этого необходимо определить полюса подынтегрального выражения, которые 

являются корнями дисперсионного уравнения 

 

gk)coskV(  2                                              (4) 
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где знак ―-― соответствует корню 1k , а знак  ―+‖  соответствует корню 2k . Далее 

будем рассматривать случай, для которого  дисперсионное уравнение (4) имеет 

два действительных положительных корня при любых значениях  , Для этого 

необходимо выполнение условия 41 /m  . Методом возмущений можно 

показать, что при 0  корень )(k 1  смещен в нижнюю полуплоскость 

комплексной плоскости k  для любых значений  . Корень )(k 2  смещен в 

нижнюю полуплоскость при 0cos , и в верхнюю полуплоскость при 

0cos . На рис.1,2 изображены соответственно дисперсионные кривые )(1 k , 

)(k 2  в плоскости ),(  . Здесь и далее все численные расчеты проводились 

для следующих параметров: с/м.V 42 , 11  c , 289 c/м.g  , 2450.m  . 

Рассмотрим вначале вклад корня )(k 1  в выражение (3) для )t,,r(  . 

Функция )t,,r(   является четной по аргументу  , поэтому далее будем 

считать, что 0 . Повернем контур интегрирования по переменной 

интегрирования k  на 2/  против часовой стрелки при условии, что 

0 )cos( , вычет в этом случае не учитывается, интеграл по мнимой оси 

имеет порядок )r(O 21  при r . При 0 )cos(  контур интегрирования 

поворачивается на 2/  по часовой стрелке, и, учитывая вычет, можно получить 
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)kHexp(k)coskV(
),k(B






2
 

 

Далее рассмотрим вклад корня )(k 2  в выражение (3) для )t,,r(  . В 

случае 0 )cos(  контур интегрирования поворачивается на 2/  против 

часовой стрелки. Интеграл по мнимой оси имеет порядок )r(O 21  при r , 

вычет дает вклад лишь при 0cos , в результате можно получить  
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В случае 0 )cos(  контур интегрирования поворачивается на 2/  

по часовой стрелке. Вычет дает вклад при 0cos , интеграл по мнимой оси 

также имеет порядок )1( 2rO  при r , в результате имеем 
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Тогда возвышение свободной поверхности представимо в виде суммы трех 

слагаемых 

 )t,,r()t,,r()t,,r()t,,r( 321  

)),r(J),r(J),r(J(
)tiexp(





 321

2
 

Рассмотрим поведение интегралов ),r(J),,r(J),,r(J  321 , 

описывающих полное волновое поле поверхностных возмущений вдали от 

пульсирующего источника, то есть при больших значениях r . Оценим сначала 

интеграл ),r(J 1 . Фазовая функция )cos(r)(k),(q  1  имеет на 

интервале интегрирования   22 /,/  единственную стационарную 

точку при любом  , которая определяется из уравнения 0


 ),(q
, 

или 



tg

tg

tg

11

11

)(k)(k

)(k)(k
. Обозначим эту стационарную точку через )(0  . 

Можно показать, что 0
2

0
2




 )),((q
 при всех значениях  . Тогда 

асимптотика интеграла ),r(J 1  вычисляется с помощью метода стационарной 

фазы и имеет вид 

 

)()),/),(rq(iexp()),(k(B
),(q

r),r(J 

















01

21

2

2

1 42   (5) 

Интегралу ),(1 rJ  соответствуют кольцевые волны на свободной поверхности 

жидкости, расходящиеся от пульсирующего источника возмущений. На фиг.3 
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представлена волновая картина поверхностных возмущений - рассчитанная по 

(51) функция ),r(JRe 1 , глубина залегания источника мH 5 . 

Рассмотрим далее интеграл ),r(J 3 . Обозначим  arctgA , где   

максимальное значение по   на интервале  02,/  выражения 

)(k)(k

)(k)(k





22

22

tg

tg
 

Значение A  определяет границы волнового клина (клина Кельвина), 

которые описываются уравнением Axy tg , и в рассматриваемом случае 

2840tg .A  . Тогда фазовая функция )cos(r)(k),(q  2  на интервале 

интегрирования  22 /,/   при A  имеет две стационарные точки 

)(1  и )(2 ))()((  21 , при A  – ни одной, и при A  

стационарные точки сливаются ))A()A(( 21  . Внутри волнового клина 

поле может быть рассчитано методом стационарной фазы, при этом вклад дают 

обе стационарные точки )(1  и )(2 , и вне волнового клина поле 

экспоненциально мало. Однако, в отличие от интеграла ),r(J 1 , асимптотика, 

рассчитанная по методу стационарной фазы, не является равномерной, так как 

0
2

1
2




 )A),A((q
. Поэтому в окрестности границы волнового клина Кельвина 

асимптотика, рассчитанная по методу стационарной фазы неприменима. 

Равномерная асимптотика интеграла ),r(J 3 для больших значений r , 

пригодная для всех значений 0  имеет вид  
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
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
 32

312
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      32

12 43 /),(q),(q)(   
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)(T
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



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))()),),((k(B)(f jjj  2 , 
2

2






)),((q
)(T

j

j , 21,j   

где dtttAi 







 )3cos(
2

1
)( 3  - функция Эйри, )(iA  - производная функции Эйри 

. Неравномерная асимптотика получается из (6) если функцию Эйри и ее 

производную заменить на их разложения  при больших значениях аргумента. 

На рис.4 представлена волновая картина корабельных (клиновидных) волн, то 

есть рассчитанная по (6) действительная часть функции ),r(JRe 3 , глубина 

залегания источника м.H 50 . Интеграл ),r(J 2 , которому на рис.2 

соответствует нижняя часть дисперсионной кривой )(k 2 , исследуется 
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аналогично. На рис.5 представлена волновая картина, описываемая функцией 

),r(JRe 2 , рассчитанной по формуле, аналогичной (6), с той же глубиной 

залегания источника. В данном случае тангенс угла полураствора волнового 

клина (клина Кельвина) 8360tg .A  . На рис.6 приведена волновая картина 

поверхностных возмущений, отвечающая  сумме двух слагаемых 

)),r(J),r(JRe(  32 . 

Таким образом, показано, что дальние поля поверхностных  возмущений 

от пульсирующего локализованного источника в потоке тяжелой жидкости 

бесконечной глубины  представляют собой систему волн двух типов: 

кольцевых и клиновидных (корабельных). Нестационарность амплитуды 

источника возмущений приводит к появлению кольцевых волн, расходящихся 

по поверхности жидкости непосредственно от источника. Кроме того, вклад в 

полное поверхностное возмущение  вносят в данном случае две клиновидные 

(корабельные) волны, каждая из которых заключена внутри соответствующего 

клина Кельвина. Построенные асимптотические решения позволяют описывать 

дальние поля поверхностных возмущений от локализованного нестационарного 

источника как вне, так и внутри соответствующих волновых  клиньев. 

Полученные асимптотики дальних полей поверхностных волновых возмущений 

дают возможность эффективно рассчитывать основные характеристики 

волновых полей, и, кроме того, качественно анализировать полученные 

решения, что важно для правильной постановки математических моделей 

волновой динамики поверхностных возмущений реальных природных сред.  
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Рис. 1. Дисперсионная кривая )(k 1  

 

 

 

Рис. 2. Дисперсионная кривая  )(k 2  
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Рис. 3. Кольцевые волны, соответствующие ),r(JRe 1  

 

 

Рис. 4. Корабельные волны, соответствующие ),r(JRe 3  
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Рис. 5. Корабельные волны, соответствующие ),(Re 2 rJ  

 

Рис. 6. Сумма двух корабельных волн )),r(J),r(JRe(  32  
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7.ГИБРИДНЫЕ ПОВЕРХНОСТНЫЕ ВОЛНЫ ОТ 

ГАРМОНИЧЕСКОГО ИСТОЧНИКА ВОЗМУЩЕНИЙ 
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Поверхностные волновые движения в морской среде могут возникать как 

вследствие естественных причин (ветровое волнение, обтекание подводных 

препятствий, изменения рельефа дна, полей плотности и течений), так и 

порождаться обтеканием искусственных препятствий (платформ, подводных 

трубопроводов, сложных гидротехнических сооружений). Система уравнений 

гидродинамики, описывающая поверхностные возмущения в общем виде 

представляет достаточно сложную математическую задачу как в плане 

доказательств теорем существования и единственности решений в 

соответствующих функциональных классах, так и с вычислительной точки 

зрения. В рамках линейной теории для аналитического исследования 

поверхностных волновых возмущений используются методы интегрального 

представления Маслова, приближенные методы геометрической оптики, а в 

некоторых случаях также уравнения в конформных переменных. Основные 

результаты решений задач о генерации поверхностных волновых возмущений 

представляются в самой общей интегральной форме, и в этом случае 

полученные интегральные решения требуют разработки асимптотических 

методов их анализа, допускающих качественный анализ и проведение экспресс 

оценок получаемых решений. Кроме того, для анализа данных дистанционного 

зондирования морской поверхности необходимы знания причин, вызывающие 

те или иные поверхностные явления. Для детального описания широкого круга 

физических явлений, связанных с динамикой поверхностных возмущений 

неоднородных и нестационарных природных сред, необходимо исходить из 
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достаточно развитых математических моделей. Трехмерность структуры 

поверхностного морского волнения также играет существенную роль, и в 

настоящее время не имеется возможность проведения масштабных 

вычислительных экспериментов по моделированию трехмерных океанических 

течений на больших временах с достаточной точностью. Однако в ряде случаев 

первоначальное качественное представление об изучаемом круге волновых 

явлений можно получить на основе более простых асимптотических моделей и 

аналитических методов их исследования. В этой связи необходимо отметить 

классические задачи гидродинамики о построении асимптотических решений, 

описывающих эволюцию поверхностных возмущений, возбуждаемых 

источниками различной природы в тяжелой однородной жидкости. В частности  

для некоторых параметров генерации поверхностных волн гармоническим 

локальным источником возмущений были рассчитаны границы волновой зоны 

и поле возвышения методом стационарной фазы. Модельные решения 

позволяют в дальнейшем получить представления поверхностных волновых 

полей с учетом изменчивости и нестационарности реальных природных сред. 

Также ряд результатов асимптотического анализа линейных задач, 

описывающих различные режимы возбуждения и распространения 

поверхностных возмущений, лежат в основе активно развивающейся в 

настоящее время нелинейной теории генерации океанических волн 

экстремально большой амплитуды – волн-убийц. Рассматривались также задачи 

о построении равномерных асимптотик дальних полей внутренних и 
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поверхностных возмущений от движущегося стационарного источника. 

Поэтому представляет интерес рассмотрение более сложных режимов 

генерации поверхностных волн, обусловленных нестационарностью источника 

возмущений. В настоящем разделе изложена задача построения равномерных 

асимптотик дальних полей поверхностных возмущений, возбуждаемых при 

обтекании локализованного гармонического источника возмущений потоком 

тяжелой однородной жидкости бесконечной глубины.  

Рассматривается задача об обтекании гармонического источника 

возмущений интенсивности )exp( tiQq   однородным потоком бесконечно 

глубокой тяжелой жидкости, имеющим вдали от источника скорость V . 

Источник расположен на глубине h  относительно невозмущенного положения 

свободной поверхности, т.е. в точке ),0,0( h . Для того, чтобы найти физически 

реализуемое решение задачи необходимо заменить частоту   на  i , и 

далее устремить   к нулю в найденном решении для возвышения свободной 

поверхности. Пусть далее )t,z,y,x(  - потенциал возмущений скорости 

относительно однородного потока. В рамках линейной теории для определения 

  имеем следующую задачу 

 

0,0

0),()()())(exp(),,,(

2


























z
z

g
x

V
t

zhzyxtiiQtzyx

              (1) 



 
 

186 
 

 

здесь   - трехмерный оператор Лапласа, а )(x  - дельта функция Дирака. 

Возвышение свободной поверхности ),,( tyxH  определяется из интеграла 

Коши-Лагранжа 
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Решение (1)-(2) ищется в виде 

 

),,())(exp(),,,( zyxtiitzyx   

),())(exp(),,( yxtiityxH   

 

В безразмерных переменных 2
  gxVx , 2

  gyVy , 2
  gzVz , 2

  ghVh , 

gV / , Vgtt / , gV / , QgV /2 , QgV /3  для 

определения функций ),,(  zyx , ),(  yx  будем иметь следующую 

задачу (нижний индекс «*» далее опускается) 

 

0),()()(),,(  zhzyxzyx                                 (3) 
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Представим функции )z,y,x( , ),( yx в виде двойных интегралов Фурье 

 











dzfyidxizyx ),,()exp()exp(
4

1
),,(

2
                (5) 

 











dyidxiyx ),()exp()exp(
4

1
),(

2
                   (6) 

Подставляя (5) в (3) получаем следующую краевую задачу 

0),(),,()(
),,( 22

2

2





zhzzf

z

zf
                  (7) 

0,0
),,(

),,()-( 2 



 z

z

zf
zfii  

Решение задачи (7) в области 0 zh  имеет вид 

 

)))()((exp(

)(ch)(sh)-(
),,(

2

2

kikhk

kzkkz
zf




 ,  222 k  

 

Функция ),(   определяется из (4) 
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ki

khi






2))((

)exp()(
),(                                         (8) 

 

Нули знаменателя в (8) определяют дисперсионное соотношение: 

222)(  , которое можно записать в явном виде 

24)()(                                            (9) 

     Множество частот 0  разбивается двумя характерными значениям 

25.01   и 9/62   на три интервала. При 1  дисперсионная кривая (9) 

состоит из трех ветвей: одной замкнутой и двух незамкнутых. Тогда волновая 

картина представляет собой сумму двух корабельных (продольных) волн с 

углом полураствора волнового клина, меньшим 2/ , и кольцевых 

(поперечных) волн вокруг источника. При 2  дисперсионная кривая (9) 

состоит из двух разомкнутых ветвей без экстремумов. В этом случае волновая 

картина есть сумма двух корабельных волн с углом полураствора волнового 

клина, меньшим 2/ . Если 21  , то дисперсионная кривая (9) состоит из 

двух разомкнутых кривых, одна из которых имеет два локальных экстремума. 

Одна ветвь дисперсионной кривой отвечает обычным корабельным волнам с 

углом полураствора волнового клина, меньшим 2/ , а вторая ветвь - 

корабельным волнам с углом полураствора волнового клина, большим 2/  



 
 

189 
 

(волновой фронт направлен от источника вверх по потоку). Эта система 

гибридных волн одновременно сочетает в себе черты как кольцевых 

(поперечных), так и корабельных (продольных) волн. Далее будет 

рассматриваться этот случай ( 255.0 ). 

     На рис. 1 изображена ветвь дисперсионной кривой (9) (обозначаемая далее 

)(1  ), описывающая гибридные волны. На рис. 2 изображена ветвь 

дисперсионной кривой (9) (обозначаемая далее )(2  ), описывающая 

корабельные волны. При 0  и   имеем 0)(Im 1  , а для   - 

0)(Im 2  . Тогда, вычисляя внутренний интеграл в (6) путем замыкания 

контура интегрирования по переменной   при 0y  в нижнюю полуплоскость 

(полюса )(1   и )(2  ), а при 0y  в верхнюю полуплоскость (полюса 

)(1   и )(2  ), можно получить 

),(),(),( 21 yxIyxIyx   









C

dyxi
E

yxI )))((exp(
)(2

1
),( 1

1
1  









D

dyxi
E

yxI )))((exp(
)(2

1
),( 2

2
2  

))(exp()( 23 hE   

где C и D – абсциссы крайней правой и крайней левой точки дисперсионных 

кривых )(1   и )(2   на рис. 1 и рис. 2, соответственно. Точки A и G - точки 
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перегиба дисперсионных кривых )(1   и )(2   на рис. 1 и рис. 2, 

соответственно. 

     Интегралы ),(2 yxI  с соответствующей дисперсионной зависимостью )(2  , 

описывающие обычные корабельные волны, подробно рассмотрены. Более 

сложная и ранее не исследованная волновая картина амплитудно-фазовых 

характеристик гибридных поверхностных волновых возмущений описывается 

интегралами ),(1 yxI . Введем обозначение для фазы: xy  )(1 . Тогда, 

используя условие стационарности фазы в виде 

y

x

d

d




 )(1                                                  (10) 

получим семейство линий постоянной фазы с параметром   (нижний индекс 

«1» опускается)  

)()(

)(




x ,      

)()( 


y                             (11) 

     На рис. 3 изображены линии равной фазы для различных значений   с 

шагом 2 . Части дисперсионной кривой от точки C  до точки перегиба A  

соответствуют кольцевые (поперечные) волны, и совокупность угловых точек 

возврата образуют волновой фронт вверх по потоку, изображенный на рис. 3 

пунктирной линией. Для определения волнового фронта необходимо к 

уравнениям (11) добавить условие: 0















 yxyx
, или, что то же самое: 
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0
)(

2

2






d

d
, где абсцисса A точки A  является решением данного уравнения. 

Тогда уравнение для определения фронта будет иметь вид: yx A)( , и 

соответствующий угол полураствора волнового клина равен 71050  . Части 

дисперсионной кривой от точки A  до точки B  соответствуют продольные 

гребни волн, идущие от фронта до бесконечности (изображены на рис. 3 левее 

штриховой линии). Штриховая линия на рис.3 соответствует гребню волны с 

фазой 0  и описывается уравнением: yx B )( , или yx 116 2  , 

где B  – корень уравнения )()(  , решением которого является B

, 116)( 2  B . Части дисперсионной кривой левее точки B  

соответствуют продольные волновые гребни, распространяющиеся из 

бесконечности в начало координат (правее штриховой линии на рис. 3). На 

этом рисунке фазы  , соответствующие участку дисперсионной кривой правее 

точки B , имеют значения 4,3,2,1,2  nn , а левее точки B  - значения 

1,..,10,11,2  nn . На бесконечности (при больших значениях x , y ) 

уравнения гребней продольных волн имеют вид:  /2116 2 kyx , где 

k - целое число, т.е. эти гребни являются гребнями плоской волны с длиной 

242  
. Длина волны кольцевых (поперечных волн) в направлении оси 

x  равна 142/2  C , т.е. примерно в 6 раз больше длины клиновидных 

(продольных) волн. 
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     Интеграл ),(1 yxI  принадлежит к классу интегралов, имеющих две 

стационарные точки. На фронте волны (пунктирная линия на рис. 3) 

стационарные точки, определяемые условием (10), сливаются. Равномерная 

асимптотика ),(1 yxI  при больших значениях y   имеет вид 


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где )(11   и )(22   – корни уравнения 0/),( S , при этом 

21  ,  )(Ai  – функция Эйри, )(iA  - производная функции Эйри.  

     Для того, чтобы получить выражение для возвышения свободной 

поверхности, необходимо выражение (12) умножить на )exp( ti  и от 

полученного результата взять действительную часть. На рис. 4 изображена 

волновая картина возвышения свободной поверхности при 10t  и 3h , 

рассчитанная по (12) в безразмерных координатах (в окрестности начала 

координат интеграл ),(1 yxI  рассчитывался численно). При характерных для 

океанических условий значениях параметров c/мV,с/Q м 333
10   

амплитуды, возвышение составляет порядка 0,3 метра. Воспользовавшись 

асимптотиками функции Эйри и ее производной вдали от фронта, можно 

получить неравномерную асимптотику для ),(1 yxI , состоящую из двух 

слагаемых. Первое из этих слагаемых, соответствующее корню 1 , описывает 

клиновидные (продольные) волны, а второе, соответствующее корню 2 , 

описывает кольцевые (поперечные) волны. 

Таким образом, показано, что дальние поля поверхностных возмущений от 

гармонического локализованного источника в потоке тяжелой жидкости 

бесконечной глубины при определенных режимах генерации представляют 

собой гибридную систему волн двух типов: кольцевых (поперечных) и 

клиновидных (продольных). Нестационарность амплитуды источника 

возмущений приводит к появлению не только кольцевых волн, расходящихся 
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по поверхности жидкости непосредственно от источника, но также к генерации 

гибридных поверхностных возмущений, распространяющихся от источника 

вверх по потоку. Полученные асимптотики дальних полей поверхностных 

волновых возмущений дают возможность эффективно рассчитывать основные 

амплитудно-фазовые характеристики возбуждаемых волновых полей, и, кроме 

того, качественно анализировать полученные решения, что важно для 

правильной постановки математических моделей волновой динамики 

поверхностных возмущений реальных природных сред.  

 

 

 

Рис. 1. Дисперсионная кривая )(1   
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Рис. 2. Дисперсионная кривая )(2   

 

 

Рис. 3. Линии равной фазы 
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Рис. 4. Поле возвышения свободной поверхности 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
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     В настоящее время наблюдается рост интереса к математическому 

моделированию волновых движений неоднородных  природных 

стратифицированных сред, обусловленный проблемами геофизики, 

океанологии, физики атмосферы, охраны и изучения окружающей среды, 

эксплуатации сложных гидротехнических сооружений, в том числе морских 

нефтедобывающих комплексов и рядом других актуальных задач науки и 

техники. Настоящая монография была посвящена изложению 

фундаментальных проблем волновой динамики природных 

стратифицированных сред. В книге были исследованы основные 

математические модели, описывающие процессы возбуждения и 

распространения пакетов внутренних и поверхностных гравитационных волн в 

стратифицированных  по вертикали, неоднородных по горизонтали и 

нестационарных средах, изложены  асимптотические методы, являющихся 

обобщением пространственно-временного лучевого метода (метода 

геометрической оптики). Значительное место в монографии было уделено 

сравнению получаемых аналитических результатов с данными натурных 

измерений гидрофизических полей  в океане. Монография представляет 

несомненный интерес для специалистов в области гидрофизики, прикладной 

математики, математической физики, математического моделирования 

сложных сред, гидродинамики, океанологии.  

   Внутренние и поверхностные гравитационные волны в океане и атмосфере 

изучаются уже достаточно давно, и по данной тематике опубликовано 
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значительное число книг. Тем не менее, в последнее время интерес к ним в 

какой-то степени угасает, что можно судить по общему количеству 

публикаций, посвященных данной проблематике. Вместе с тем, сейчас 

возникают новые направления в исследованиях как внутренних, так и 

поверхностных  волн, о которых ранее не говорилось. Во-первых, стало 

понятным, что в поле внутренних волн могут появляться аномально большие 

короткоживущие волны-убийцы, природа которых напоминает природу волн-

убийц на поверхности моря. Во-вторых, сдвиговые течения во внутренних 

волнах приводят к большим изгибающим моментам на опоры нефтяных 

платформ, что уже приводило к существенной деформации подводных 

технологических конструкций,  в ряде районов Мирового океана. Поэтому в 

нестоящее время  разрабатывается система мониторинга интенсивных 

внутренних и поверхностных волн в морских условиях, в какой-то мере 

аналогичная системе мониторинга цунами. В-третьих, внутренние волны 

способны вызвать транспорт донных наносов в глубоководных районах, где 

эффект поверхностных волн на дно минимален. Наконец, классические задачи 

воздействия внутренних волн на морскую поверхность по-прежнему остаются 

актуальными. Внутренние гравитационные волны, возникающие, например,  

при прохождении подводных течений через подводные хребты или при 

движении по континентальному шельфу,  двигаются вдоль термоклина (слоя 

максимального скачка плотности), расположенного на определенной глубине и 

отделяющего слой воды на поверхности океана от глубинных вод. Вектор 
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колебаний этих волн направлен вниз или вверх с периодом  порядка десятков 

минут, и однажды возникнув, внутренние волны распространяются, сохраняя 

свою форму и силу, и способны пройти большие расстояния без затухания. 

Поэтому внутренние гравитационные волны играют важную роль в динамике 

океанических вертикальных и горизонтальных обменов, выполняют  функцию  

транспортного средства, перенося биомассу и питательные вещества, так как их 

амплитуда сопоставима с глубиной поверхностного слоя океана.  

Внутренние волны существуют в океане везде, где наблюдается 

стратификация плотности, и они играют важную роль во всей динамике 

океанических процессов, особенно в перемешивании и формировании 

океанической стратификации. Как уже отмечалось, внутренние волны 

пронизывают всю толщу океана и являются основным механизмом переноса 

энергии ветра с поверхности в глубину. В полярных районах формируются 

холодные водные массы высокой плотности, которые, погружаясь в глубинные 

слои, распространяются в Мировом океане. Солнечные лучи прогревают лишь 

верхний слой морской воды незначительной толщины. Поскольку в океане 

наблюдается в целом стационарное распределение плотности по вертикали, 

отличное от резко выраженного двуслойного, то можно полагать, что оно 

достигается в процессе медленного перемешивания. Этот физический механизм 

перемешивания определяется в основном энергией приливов и ветра, и поэтому 

роль внутренних приливов в вертикальных и горизонтальных океанических 

обменах является доминирующей. Качественные и аналитические оценки 
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переноса энергии, массы, количества движения, учет влияния внутренних 

гравитационных волн на процессы перемешивания в океане, изучение 

генерации, распространения,  неустойчивости, разрушения внутренних и 

поверхностных волн – основные фундаментальные задачи современной физики 

океана.     

  Особый интерес к исследованию внутренних гравитационных волн связан с 

интенсивным освоением Арктики и ее природных богатств. Эти волны пока 

недостаточно изучены в Арктике, так как двигаются подо льдом и сверху 

практически не видны, однако доступная информация о движении подводных 

объектов свидетельствует об их наличии. Внутренние волны достигают льда и 

поднимают или опускают его с определенной периодичностью, что доступно 

наблюдению с помощью средств радиолокационного зондирования. 

Воздействие волн способно привести к расколу ледового покрытия в Арктике, 

и они  способствуют движению айсбергов и различного рода загрязнений. 

Поэтому фундаментальные исследования волновой динамики в области 

Арктического бассейна является важной фундаментальной научной и 

практической задачей, в том числе  для обеспечения безопасности при 

строительстве и эксплуатации морских нефте- и газодобывающих платформ. 

        Для прикладных океанологических, гидрофизических исследований, 

связанных с изучением динамики внутренних и поверхностных волн 

фундаментальной проблемой является моделирование волновой динамики с 

учетом реальной изменчивости параметров природных стратифицированных 
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сред. Промышленная деятельность на континентальном шельфе (в том числе в 

зоне Арктического бассейна), связанная с добычей ископаемых является 

важной причиной исследований внутренних и поверхностных волн в настоящее 

время. Их характеристики используются для оценки их воздействия на 

окружающую среду и технологические морские конструкции. Знания о 

волновой динамике важны для обеспечения безопасности при строительстве и 

эксплуатации морских платформ на континентальном шельфе, и для этих целей 

необходимо контролировать воздействие волн. При строительстве нефтяных 

платформ проводится систематическое измерения волн и течений, поэтому 

решение фундаментальных проблем моделирования волновой динамики 

позволит избежать дорогостоящих натурных измерений. Решение проблемы 

интерпретации результатов мониторинга морской поверхности, 

осуществляемого с помощью дистанционных аэрокосмических средств, имеет 

своей целью создание методов дистанционного аэрокосмического мониторинга 

поверхности, позволяющих прогнозировать возникновение катастрофических 

ситуаций, уточнять координаты скопления планктона и косяков рыб, отмечать 

различного рода экологические нарушения на участках протяженностью в 

сотни и тысячи километров; определять границы течений, исследовать 

топографию морского дна и фиксировать изменения подводного рельефа, 

дистанционно исследовать районы добычи полезных ископаемых.  

    Развитие дистанционных методов диагностики состояния водной 

поверхности Мирового океана требует глубокого изучения физических 
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механизмов рассеяния поверхностью океана на основе исследования динамики 

поверхностных гидродинамических образований, вызванных как ветровым 

волнением и приповерхностными течениями, так и расположенными в океане 

источниками возмущений. В свою очередь, на состояние свободной 

поверхности влияют находящиеся в толще воды неоднородности, например, 

обтекаемые преграды, изменения глубины океана. Так как среди факторов, 

оказывающих влияние на свободную поверхность моря, особое место занимают 

внутренние гравитационные волны, то одной из основных фундаментальных 

научных проблем является разработка методов, которые дают возможность 

аналитически и численно исследовать эффекты возбуждения отдельных 

частотных составляющих распространяющихся волновых цугов. Для 

правильной интерпретации данных, полученных при зондировании морской 

поверхности, нужно знать причины, вызывающие те или иные поверхностные 

явления. Поэтому в настоящее время остро встает вопрос о развитии методов 

математического моделирования процессов внутренних колебаний в океане и, в 

частности, согласования результатов моделирования с видимыми 

поверхностными волнениями.  

    Известно например, что в Баренцевом море, глубина которого составляет в 

районе Штокмановского газового месторождения 300-400 метров, наблюдаются 

внутренние волны амплитудой до 20 метров, кроме того существенную часть в 

вертикальные и горизонтальные обмены это района Мирового океана вносят 

дрейфующие айсберги. При моделировании внутренних и поверхностных волн 
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от подобного рода нелокальных источников возмущений необходимо 

учитывать особенности этих возмущающих факторов (подводные 

технологические и природные объекты), неоднородность гидрофизических 

полей и так далее. Безопасность морских технологических платформ требует 

исследования поведения гидрофизических полей и расчета нагрузок, которые 

могут быть оказаны на морские платформы. Существенной нагрузкой на 

подводные платформы является нагрузка от внутренних волн, которой ранее 

считала малой по сравнению с нагрузкой от ветровых волн и ветра. Однако 

внутренние волны могут влиять на подводные конструкции и приводить в 

частности, к деформации дна при прокладке протяженных трубопроводов.  

    Существует оценки, которые показывают, что например, для ряда районов 

Мирового океана (Южно – Китайское море, зона Арктического бассейна и 

других) влияние внутренних гравитационных волн на подводные платформы в 

десятки раз может превышать ветровые нагрузки. Задачи подобной сложности, 

как правило, допускает только прямое численное моделирование. Однако 

начальные данные для подобного рода расчетов известны приблизительно, что 

может привести к значительной потери точности получаемых результатов. 

Кроме того численный анализ не позволяет проводить качественные оценки 

получаемых результатов, что является необходимым при проведении, 

например, экспресс оценок результатов измерения волн в океане и атмосфере, в 

том числе методами дистанционного зондирования.  
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    Как уже отмечалось, существует большое число работ, посвященных 

экспериментальному исследованию внутренних и поверхностных волн в 

искусственных стратифицированных средах. Однако специфика большинства 

лабораторных исследований не позволяет напрямую использовать получаемые 

результаты для реальных океанологических расчетов и оценок. Поэтому на 

первый план выдвигаются асимптотические методы исследований внутренних 

и поверхностных волн в природных стратифицированных средах - океан, 

атмосфера. Большинство теоретических работ (в силу существенных 

математических трудностей), посвященных исследованию динамики волн в 

природных стратифицированных средах, как правило,  решены в двумерной 

постановке (вертикальная и одна из горизонтальных координат). При этом 

наиболее физически наглядным и интуитивно понятным является метод 

геометрической оптики (лучевой метод) и его модификации. Сложность 

применения лучевого подхода, помимо чисто математических проблем, 

заключается также в том, что в Мировом океане наблюдается многообразие 

пространственно-временных масштабов: масштабы вертикальной и 

горизонтальной изменчивости, нестационарности, изменчивости рельефа дна, 

сдвиговых течений и так далее. Поэтому учет многомасштабности 

асимптотических разложений при следовании полей внутренних волн должен 

являться предметом дальнейших  исследований.  

    До настоящего времени с помощью геометро-оптических подходов 

удавалось, как правило, рассматривать динамику гармонических волновых 
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пакетов в океане с переменными параметрами, между тем наблюдаемые цуги 

внутренних волн, как правило, короткие и широкополосные, поэтому 

необходимо использовать разработанные основными исполнителями проекта 

модифицированные методы пространственно-временного лучевого анализа. В 

условиях мелководных шельфовых и прибрежных зон морских акваторий 

большой площади, окружающих территорию России актуальными являются 

фундаментальные задачи исследования влияния океанических параметров на 

наблюдаемые поверхностные волновые явления. В частности, касательное 

напряжение ветра, создаваемое движущимися ураганами, формирует в океане 

структуру в виде волнового шлейфа или следа. Экспериментальное 

обнаружение этой структуры явилось одним из впечатляющих достижений 

современной океанологии. Теоретические исследования волнового следа, как 

правило, основаны на аналитическом или численном решении системы  

гидродинамических уравнений. 

     Изложенные в монографии методы асимптотического анализа волновой 

динамики позволяют существенным образом расширить возможности для 

исследования волновых возмущений океанической поверхности с учетом 

реальных гидрологических условий, в том числе получение адекватных 

экспресс оценок при проведении натурных измерений волн в океане. 

Существующие в настоящее время методы численного моделирования, в том 

числе с использованием суперкомпьютеров (алгоритмы Riemann Solver для 

решения гиперболических уравнений мелкой воды, псевдо-спектральный 
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алгоритм высокого порядка для решений уравнений гидродинамики HOSM, 

международный численный пакет MIT, моделирующий гидродинамику в 

рамках уравнений Эйлера и другие) не всегда позволяют эффективно 

рассчитывать конкретные физические задачи волновой динамики океана 

(атмосферы) с учетом его реальной изменчивости, так как ориентированы на 

решение достаточно общих задач, требуют большой вычислительной 

мощности, не всегда учитывают физическую специфику решаемых задач, что 

существенно ограничивает их практическую применимость , особенно при 

расчетах волновых полей в реальном океане (атмосфере). Кроме того, 

использование мощных численных алгоритмов требует верификации и 

сравнение с точными аналитическими решениями модельных задач волновой 

динамики природных стратифицированных сред  

    Исследование фундаментальных проблем  динамики внутренних и 

поверхностных волн являются важными для решения задач освоения и 

рационального использования всех ресурсов и пространств Мирового океана, 

которые имеют важнейший приоритет государственной политики не только в 

настоящее время, но и в будущем. Актуальность этих проблем возрастает в 

связи с усилением роли Мирового океана как наиболее перспективной сферы 

экономической деятельности и политического влияния. Открытое море, шельф, 

глубоководное дно и прибрежные районы всегда были предметом серьезного 

научного изучения и освоения в целях решения экономических проблем, 
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обеспечения социально приемлемых и экологически безопасных условий для 

жизнедеятельности. 

        Научное изучение Мирового океана, использование его ресурсного 

потенциала, развитие транспортных коммуникаций, присутствие на морских 

пространствах в целях сохранения позиций России как морской державы, 

охрана морских границ, контроль за экологической обстановкой, 

чрезвычайными ситуациями природного и техногенного характера, а также 

климатические наблюдения - все эти и другие конкретные проблемы, имеющие 

самостоятельное значение для обеспечения жизнедеятельности и безопасного 

проживания населения как в прибрежных регионах, так и в стране в целом, 

требуют комплексного анализа для поиска оптимальных путей их решения, в 

том числе и использованием результатов фундаментальных научных 

исследований, натурных наблюдений  и разработок. 

    Новые условия требуют развития  эффективного сотрудничества в области 

освоения и научного изучения  потенциала Мирового океана, в том числе  в 

целях более полной защиты российских военно-стратегических, экономических 

и научно-технических интересов. Современная фундаментальная наука о 

Мировом океане, опыт многолетних исследований и практических наблюдений, 

которые проводились в СССР и России, оказывают значительное влияние на 

все сферы деятельности, связанные с освоением и использованием ресурсов и 

пространств открытого моря, прибрежной зоны, шельфа, исключительной 

экономической зоны страны. 
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    Потенциал современной российской науки благодаря созданной 

фундаментальной научной базе, имеющемуся кадровому составу и 

техническому оснащению еще достаточно высок, однако при сохранении 

тенденции к свертыванию научных исследований и особенно экспедиционной 

деятельности он может быть разрушен. Указанная тенденция уже сейчас 

отрицательно сказывается на прогнозировании гидрометеорологической 

обстановки в целях обеспечения хозяйственной, транспортной и оборонной 

деятельности, получении информации о влиянии антропогенных факторов на 

уменьшение биоразнообразия и сокращение промысловых биоресурсов 

Мирового океана, а также на исследованиях строения земной коры дна 

Мирового океана для оценки запасов минеральных ресурсов, фундаментальных 

исследованиях проблем взаимодействия океана и атмосферы, ключевых 

процессов, происходящих в Мировом океане и смежных сферах, и т.п.  

      Важность проблемы использования минеральных ресурсов Мирового 

океана, Арктики и Антарктики определяется прежде всего их богатством и 

разнообразием, перспективностью вовлечения в народнохозяйственный оборот. 

Ресурсы недр Мирового океана (континентального шельфа и глубоководных 

районов морского дна) по своим объемам, свойствам и степени 

воспроизводства намного превосходят аналогичные ресурсы континентов и 

представляют собой масштабный потенциальный источник минеральных 

ресурсов. За счет минерального сырья Мирового океана, нефтегазового 

потенциала шельфовых зон, значительная часть которых находится в Арктике, 



 
 

211 
 

может быть создана основа гарантированного обеспечения перспективных 

потребностей мировой экономики в стратегических видах полезных 

ископаемых. Выполненные к настоящему времени работы по поиску и разведке 

месторождений полезных ископаемых в пределах континентального шельфа и в 

международном районе морского дна пока недостаточны даже для достоверной 

оценки их запасов. Создание технологий для освоения ресурсов и пространств 

Мирового океана является одной из центральных проблем, от решения которой 

зависит успех выполнения комплекса научных и технологических задач,. 

Развитие технологий для освоения ресурсов и пространств Мирового океана 

предполагающее использование накопленного научно-технического задела, а 

также продолжение фундаментальных исследований основных 

океанологических задач,  позволит начать реализацию инновационных и других 

мероприятий, необходимых для решения всего комплекса проблем, связанных с 

Мировым океаном.  

    В мире существует несколько крупных  научно-исследовательских центров 

(групп) изучающий внутренние и поверхностные волны в природных 

стратифицированных средах (океан, атмосфера). В числе наиболее значимых 

необходимо отметить следующие: 1) Норвегия (Норвежская Академия наук), 

профессор J.Grue, основные направления: лабораторное изучение особенностей 

волновой динамики стратифицированных сред, численное моделирование, 

натурные наблюдения в акваториях Баренцева и Северного морей, в том числе 

в районах крупнейшего норвежского месторождения нефти и газа OrmenLange 
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(исследование влияния волн на морские нефтяные платформы, подводные 

трубопроводы, гидротехнические сооружения); 2) Франция (CNRS-UJF-

Grenoble INP), профессор B.Voisin, основные направления: лабораторное 

моделирование волн, аналитическое и численное решение модельных задач; 3) 

Китай и Тайвань (Taiwan University), основное внимание  направлено на 

натурные наблюдения внутренних и поверхностных волн в акваториях, 

примыкающий к территории КНР (Южно-Китайское море); Великобритания 

(Cambridge University) профессора Lighthilll J., Newman J.N. и другие ; 4) 

Канада (Alberte University), профессор Sutherland B.R; 5) США (структурные 

подразделения NOAA –Национальное управление океанических и атмосферных 

исследований США, Office of Naval Research (ONR) - ВМФ США), профессора 

Keller J.B., Miles J., Pedlosky J., Thorpe S.A. и другие. Основные работы 

зарубежных исследователей посвящены теоретическому изучению физических 

механизмом генерации внутренних и поверхностных волн, изучению их 

динамики, численному моделированию генерации от различных источников 

возмущений. Большое число работ посвящено наблюдению волновых 

процессов в природных средах (океан, атмосфера). Пик публикаций по этой 

тематике пришелся на 60-80 года прошлого века. В настоящее время интерес 

зарубежных ученых к исследованию этих волн возрос, что связано, в том числе,  

с интенсивным освоением Арктики и ее природных богатств.  В связи с ростом 

интереса к освоению природных ресурсов Арктического шельфа ряд стран 

Арктического бассейна предпринял меры по активизации фундаментальных 
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исследований волновых процессов в этом регионе. В этой связи особо следует 

упомянуть программу инициативных фундаментальных научных исследований, 

поддержанный Office of Naval Research (ONR)(научно-исследовательское 

подразделение ВМФ США) начатую в октябре 2011 года и рассчитанную на 10 

и более лет. В рамках этой программы были сформулированы ряд научных 

вопросов, на которые необходимо ответить исследователям, и одними из 

наиболее важных для практических приложений являются: исследование 

влияния динамики волн на основные океанические обмены, в т.ч. перенос 

биомассы, особенности распространения волн в маргинальной зоне 

Арктического бассейна (области Мирового океана, где процессы в открытом 

океане, включая океанские волны, радикально влияют на динамические 

свойства ледяного покрова), волновые процессы в толще моря, влияющие на 

инженерные сооружения за счет генерируемых волнами течений. 

     Поэтому Россия в условиях продолжающегося отставания от других стран в 

области научного и технологического обеспечения морской деятельности 

нуждается в принятии радикальных мер по переоснащению отечественных 

научно-исследовательских и промышленных комплексов в Мировом океане, 

модернизации и обновлению научно-исследовательского, торгового, 

промыслового и военного флотов, а также в расширении всего спектра 

фундаментальных исследований в этой области. Важнейшие проблемы России, 

касающиеся сохранения системы морских коммуникаций и доступа к морям, 

развития прибрежных районов, могут успешно решаться лишь при условии 
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использования передовых технологий и развития фундаментальных 

океанологических  исследований. Значительным потенциалом для их создания 

являются научные достижения, в том числе оборонных отраслей, связанных с 

деятельностью в морской среде. 

     Использование биологических ресурсов Мирового океана – одно из 

наиболее перспективных направлений решения продовольственной проблемы 

растущего населения Земли, и Россия продолжает входить в число ведущих 

государств мира, определяющих тенденцию развития мирового рыболовства. В 

продовольственном комплексе страны рыбное хозяйство занимает 

значительное место, являясь поставщиком пищевой, кормовой, технической и 

медицинской продукции. Однако объемы поставок этих видов продукции в 

настоящее время не соответствуют существующим потребностям и 

возможностям России как крупной морской державы. Биологические ресурсы 

экономической зоны России в Мировом океане (дальневосточные моря, зона 

Арктического шельфа), которые по своему видовому составу предоставляют 

уникальную возможность для производства рыбной продукции высокой 

потребительской стоимости, уже сейчас используются на пределе. Поэтому 

стратегическими задачами является не только обеспечение контроля за 

рациональной добычей природных биоресурсов, но и продолжение 

фундаментальных исследований по изучения этих основных и перспективных 

районов добычи морепродуктов в России: дальневосточные моря, зона 

Арктического шельфа. 
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      Проблемы комплексного научного изучения, освоения и использования 

Арктики особенно важны в связи с особыми национальными интересами 

(экономическими, оборонными, геополитическими, научными) Российской 

Федерации в этом регионе и его спецификой. Экономические интересы России 

в Арктике обусловлены тем, что здесь сосредоточены месторождения ряда 

важнейших полезных ископаемых, являющихся определяющими для развития 

экономики всей страны в настоящее время и в еще большей степени - в 

ближайшей перспективе. Оборонные интересы связаны с базированием в 

Арктике основных российских морских стратегических ядерных сил, а также с 

необходимостью защиты протяженной государственной границы в Северном 

Ледовитом океане.  

     Очевидно, что геополитические интересы России в Арктике объясняются ее 

особым географическим положением и пересечением в этом регионе интересов 

многих стран. Научные интересы России в Арктике обусловлены тем, что 

соответствующее научное обеспечение является необходимым условием для 

всех видов деятельности в этом регионе, а также важной ролью Арктики в 

глобальных процессах, происходящих на Земле.   К основным проблемам 

российской Арктики относятся спад в экономике, свертывание 

градообразующих производств, упадок социальной инфраструктуры, резкое 

сокращение объема научных исследований, несвоевременное и недостаточное 

снабжение топливом и продовольствием. Особую опасность в экстремальных 

природно-климатических условиях этого региона представляет очаговое 
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негативное воздействие на окружающую среду, что сказывается на росте 

заболеваемости и сокращении продолжительности жизни. Проблемы 

прибрежных арктических регионов являются составной частью проблемы 

освоения и использования Мирового океана.  

   Поэтому проблема создания единой системы мониторинга Мирового океана 

обусловлена настоятельной необходимостью поднять на новый качественный 

уровень обеспечение всех видов  морской деятельности (в том числе научно-

исследовательской) актуальной и полной информацией, являющейся основой 

решения соответствующих научно-технических, экономических, политических, 

военно-стратегических, экологических и других задач, связанных с изучением, 

освоением и эффективным использованием ресурсов и пространств Мирового 

океана. Интеграция всех государственных информационных ресурсов по 

проблемам Мирового океана в должна происходить в рамках единой системы, 

создаваемой на базе существующих систем, научно-исследовательских и 

информационных центров, и требует государственной финансовой поддержки, 

межведомственной координации научно-технических работ, организационных 

решений и фундаментальных исследований. 

      Анализ современного состояния проблемы изучения, освоения и 

эффективного использования ресурсного потенциала и пространств Мирового 

океана в интересах экономического развития и обеспечения национальной 

безопасности России позволяет выделить следующие определяющие факторы: 

острота геополитических, международно-правовых, социально-экономических, 
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научно-технических и экологических аспектов проблемы; многоаспектность и 

комплексность проблемы, требующая координации деятельности 

государственных органов федерального и регионального уровней, организаций 

различного профиля и организационно-правовых форм; невозможность ее 

решения в условиях существующих  рыночных механизмов без 

государственного регулирования и государственной поддержки.    

Геополитическое положение России, протяженность ее морских границ, 

сложившаяся и потенциальная зависимость от ресурсов Мирового океана, 

морских коммуникаций настоятельно требуют комплексного решения этой 

общегосударственной проблемы в рамках единой долгосрочной стратегии.  Так 

как эта проблема носит целевой характер, то ее решение должно обеспечить 

научное изучение, освоение и рациональное использование всего ресурсного 

потенциала и пространств Мирового океана. Отдельные виды ресурсов, 

регионы Мирового океана, входящие в зону национальных интересов России, 

различные научно - технические средства и технологии, международное 

научное, правовое и информационное обеспечение представляют собой 

составные компоненты общей проблемы. Это обуславливает необходимость 

поиска оптимальных решений в каждом направлении с учетом всего комплекса 

национально-государственных целей, ограниченности имеющихся ресурсов и 

эффективности разрабатываемых мероприятий. 

    Проведение широкого круга фундаментальных и прикладных 

океанологических исследований должны обеспечить, с помощью новых 
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технологий и технических  средств, включая информационные, реализацию 

основных направлений по освоению ресурсов Мирового океана.  

Многоаспектность и комплексность данной проблемы определяется тем, что 

она включает совокупность взаимосвязанных единым физическим объектом 

(Мировым океаном), фундаментальных и прикладных задач по его изучению, 

освоению и рациональному использованию. Поэтому рассмотренные в 

настоящей монографии фундаментальные научные проблемы волновой 

динамики природных стратифицированных могут внести заметный вклад в 

решение этих стратегических задач.    

     Необходимо отметить, что в последней трети двадцатого  века произошел 

прорыв в геофизической гидродинамике, описывающей глобальные физические 

процессы Мирового океана. Среди наиболее важных и фундаментальных 

научных открытий можно отметить следующие: была создана теория эволюции 

земной коры, в гидродинамике океана были сформулированы новые физически 

концепции теории и  идеи, отражающие влияние океанических процессов на 

жизнь океанов и климат Земли, были открыты и объяснены  подводные 

звуковые каналы, ринги Гольфстрима, свободные синоптические вихри 

открытого океана и многое другое. В связи с мощным прогрессом 

компьютерных технологий произошел переход от дискретных измерений 

температуры и солености на отдельно выбранных морских глубинах к 

практически непрерывному измерению профилей характеристик морской воды 

с помощью высокоразрешающих зондов, в том числе в 3D формате. Это 
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позволило, в частности, выявлять такие неожиданные эффекты как 

тонкоструктурное расслоение океанических полей, линзы аномальных вод 

(например, линзы средиземноморских вод в Атлантике) и ряд других 

интересных эффектов, объясняющих физику Мирового океана как очень 

сложной динамической многопараметрической системы: все движения вод 

Мирового океана представляют собой очень сложную нестационарную картину 

разномасштабных и разнонаправленных движений, причем диапазон 

пространственных масштабов распространяются от минимальных 

(миллиметры, мелкомасштабная турбулентность) до размеров самих океанов, а 

время жизни от соответственно от нескольких секунд до десятков и более лет. 

     Поэтому актуальность рассмотренных в монографии научных проблем 

обусловлена не только практическими потребностями, но и большим 

теоретическим содержанием возникающих здесь фундаментальных задач 

математического моделирования волновой динамики сложных сред. Изучение 

волновых процессов в неоднородных стратифицированных природных средах 

превратилось в быстро развивающуюся область, причем результаты этих 

исследований важны как с фундаментальной точки зрения, так и для 

технических приложений. Новые экспериментальные и технические 

возможности стимулируют работу по математическому моделированию и 

асимптотическому исследованию волновой динамики внутренних и 

поверхностных волн. При этом в основе анализа, как правило, лежат 

асимптотические методы, что позволяет на базе изучения невозмущенных 
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уравнений формировать соответствующие асимптотические разложения, 

учитывающие неоднородность и нестационарность природных 

стратифицированных сред. Основное внимание, как правило, уделяется 

экспериментальному исследованию волновой динамики, детальному 

теоретическому рассмотрению динамики внутренних и поверхностных 

линейных волн в средах с модельными распределениями плотности, а также 

прямому численному моделированию соответствующих уравнений 

гидродинамики. Относительная простота решения линейных уравнений по 

сравнению с полной нелинейной задачей, современное развитие 

соответствующего математического аппарата и вычислительной техники 

позволяют ответить на многие запросы практики. Для детального описания 

широкого круга физических явлений, связанных с волновой динамикой 

стратифицированных неоднородных по горизонтали и нестационарных сред, 

необходимо исходить из достаточно развитых математических моделей, 

которые, как правило, оказываются весьма сложными, нелинейными, много-

параметрическими, и для их полного исследования эффективны лишь 

численные методы. 

    Однако в ряде случаев адекватное первоначальное качественное 

представление об изучаемом круге явлений можно получить на основе более 

простых асимптотических моделей и аналитических методов их исследования. 

В этом отношении особую роль имеют задачи математического моделирования 

динамики пакетов внутренних и поверхностных волн, решению которых 
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посвящена настоящая монография. Даже в рамках линейных моделей, как 

показано в данной книге, их решения достаточно своеобразны и определяют 

наряду с нетривиальными физическими следствиями и самостоятельный 

математический интерес. При исследовании волновых процессов в природных 

стратифицированных средах (океан, атмосфера) содержательную роль играет 

математическое и численное моделирование. Область применения численного 

моделирования можно разбить на три соответственно их физической природе: 

толщина океана, поверхность поверхностные явления, процессы 

распространения сигналов, отраженных поверхностным волнением. Для 

правильной интерпретации данных, например, при зондировании морской 

поверхности и получение по этим сведениям о процессах в глубоком океане 

глубоких слоях океанической среды, нужно знать причины вызывающие те или 

иные поверхностные явления.  

    В экспериментальных и натурных наблюдениях внутренних и 

поверхностных волн, а также при рассмотрении большого числа конкретных 

задач накоплен большой фактический материал, который нуждается в 

теоретическом осмыслении. Поэтому в настоящее время актуальным стал 

вопрос о дальнейшем развитии методов математического моделирования 

процессов внутренних и поверхностных колебаний в стратифицированных 

средах, изложению которых и посвящена данная монография. Хотя 

большинство практически важных задач этого класса решается, как правило, в 

линейной постановке, для дальнейших исследований необходимо оценивать 
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пределы применимости этих приближений и на этой основе искать пути к 

решению полной нелинейной задачи. Необходимость этого выяснилась, 

например, при исследованиях рассеивания волн погруженными источниками 

возмущений, в том числе рельефом морского дна. Актуальность исследований 

по математическому моделированию волновых пакетов в стратифицированных 

средах связана с тем, что искомое решение в линейной постановке посредством 

преобразования Фурье представляется в форме квадратур от решения 

соответствующих вертикальных спектральных задач. После аналитического 

или численного решения этой задачи волновое поле можно найти численным 

интегрированием, и, казалось бы, нет необходимости в исследовании 

асимптотик. Тем не менее, получение таких асимптотик весьма актуально как с 

научной точки зрения, так и для практических приложений. Объясняется это 

следующими причинами. Во-первых, по мере увеличения времени и расстояния 

от источников возмущений приходится вычислять интегралы от все более и 

более осциллирующих функций, и численные расчеты делаются все более и 

более трудоемкими. Во-вторых, получить из численных расчетов качественное 

описание уходящих от источника волновых пакетов внутренних и 

поверхностных волн, их эволюцию во времени и пространстве, их зависимость 

от характеристик источника и т.п. практически либо невозможно, либо это 

требует больших расчетов. В тоже время асимптотические выражения для 

волновых полей представляют собой явные формулы, выражающиеся через 

известные специальные функции, и их качественный анализ, как правило, не 
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вызывает затруднений. В-третьих, найденные асимптотики позволяют, в 

принципе, перейти к более реалистической ситуации сред, параметры которых 

медленно меняются по горизонтали и времени, так как наличие явных 

аналитических конструкций позволяет учесть изменение параметров среды 

вдоль трассы распространения волновых пакетов посредством 

соответствующего изменения аргументов, описывающих поле специальных 

функций, а также амплитудных фазовых множителей.  

   Изложенные в монографии методы и подходы к исследованию динамики и 

генерации внутренних и поверхностных волн сочетают сравнительную 

простоту и вычислительную мощность аналитических результатов, а также 

возможность их качественного анализа. Разработанные методы 

математического моделирования могут быть использованы для исследования 

любых других волновых процессов (акустические и сейсмические волны, СВЧ-

излучение, волны цунами и т.п.) в реальных средах со сложной структурой. 

Значение предложенных методов анализа волновых полей определяется не 

только их наглядностью, универсальностью и эффективностью при решении 

разнообразных задач, но и тем, что они могут явиться некоторой 

полуэмпирической основой других приближенных методов при 

математическом моделировании волновых пакетов иной физической природы.  

    Все фундаментальные результаты, изложенные в монографии, получены для 

произвольных распределений плотности и других параметров неоднородных 

стратифицированных сред, и, кроме того, основные физические механизмы 
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формирования изученных явлений волновой динамики неоднородных 

стратифицированных сред рассматривались в контексте непротиворечивости 

имеющихся данных натурных измерений волн в реальных природных средах 

(океан, атмосфера). Универсальный характер предложенных асимптотических 

методов математического моделирования пакетов внутренних и поверхностных 

волн дополняется универсальными эвристическими условиями применимости 

этих методов. Эти критерии обеспечивают внутренний контроль применимости 

использованных асимптотических методов, и в ряде случаев на основе 

сформулированных критериев удается оценивать волновые поля там, где 

другие методы неприменимы. Тем самым открываются широкие возможности 

анализа волновых картин в целом, что важно как для правильной постановки 

теоретических исследований, так и для проведения оценочных и экспресс 

расчетов при натурных измерениях пакетов внутренних и поверхностных волн, 

в том числе с помощью методов дистанционной спутниковой радиолокации. 

     Особая роль данных методов обусловлена тем обстоятельством, что 

параметры природных стратифицированных сред, как правило, известны 

приближенно, и попытки точного численного решения исходных уравнений с 

использованием таких параметров могут привести к потере точности. Поэтому 

изложенные в монографии фундаментальные научные результаты, а также 

разработанные методы и подходы могут быть использованы специалистами в 

области численного и математического моделирования сложных сред, 

геофизической гидродинамики, океанологии, морской гидротехнике, при 
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строительстве сложных морских гидротехнических сооружений, а также при 

решении иных физических и прикладных задач.  
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